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Wir geben hier den Beweis von Satz 2.3.10 zur Jordanschen Normalform:

Ad a):

Offensichtlich ist A der einzige EV und es gilt V' = V_(\). Sei M,(x) = (z — A\)"™. Definiere
Uy == (¢ — Aidy)™ (V) # {0}. U; ist ein Unterraum von V). Setze k; = dimU;. Es gibt dann
k1 Hauptvektoren der Stufe m; und mit 2.3.7 folgt Wy =11 & - -- & Tk,, wobei jeweils dimT; = my
und die Koordinatenmatrix von ¢|w, gleich diag(Jy,, (A),- -, Jm, (A)) ist. Falls Wy C V| gibt es eine
grofte Zahl 1 < my < my mit (¢ — Midy)™2 71 (W)) € (¢ — Aidy)™2 (V). Es gibt dann Uy C V)
mit (o — Aidy )™~ V) = (¢ — Midy)™2 71 (W}) & U,. Mit diesem U, wiederholen wir die Argumente
von oben. Insgesamt folgt nach endlich vielen Schritten V' = V,(A\) = W1 @ Wy @ --- @ W, mit
dim W; = kym;, (o — Aidy)™ (W) = U; ist ein Unterraum von V3 der Dimension k; und |y, hat
eine Koordinatenmatrix gleich diag(J,,(A), -+, Jm, (A)).

Ad b):
Da die Zahlenpaare (ki,m1), ..., (k,, m,) unabhéngig von der Wahl der Basis als Dimensionszahlen
entstehen, sind sie eindeutig bestimmt und héngen alleine von ¢ ab.

AdV =V,(\) @ @ V,(\):

Sei v € V(A1) N(V(A2)+- - -+ V(X)) Da v von jeweils einer gentigend grofien Potenz von ¢ — Aidy
sowie von (¢ — Agidy) -+« (¢ — A\idy) und somit vom ggT in End(V'), also von 1, annulliert wird,
folgt v = 0 und somit V(A1) @ --- @ V() =: U. Wir zeigen U = V: Sei v € V. Wir argumentieren
mit vollstdndiger Induktion nach der Anzahl ¢ der verschiedenen Nullstellen des Minimalpolynoms
von ¢ bzgl. v (das ist das normierte Polynom kleinsten Grades M, ,(z) € K|x] mit M, ,(¢)(v) = 0).
For i = 1 ist nichts zu zeigen. Im Induktionsschritt sei nun M, ,(z) = (. — Ay)** - -+ (£ — A\igq) %+ mit
1<s;<nmjfirj=1,...,i+1 <r. Somitist w:= (¢ — N\p1idy)* ' (v) € V(A1) B --- B V,(N\).
Da (¢ — Xipaidy)|v, () filr 7 = 1,... i eine Bijektion ist, gilt w = (¢ — Xigqidy)**+ (v1) + - + (¢ —
Nit1idy )%+ (v;) mit v; € V(). Setze vis1 = v — (v1 + -+ + vy,), dann gilt v,y € V,(Aig1) und
somit v = vy + -+ + v; + v;11 € U. Offenbar ist das charakteristische Polynom von 90|Vw(>\j) gleich
(—1)™ (x — A;)™ und daher dim V,,(\;) = n;.

Ad ¢) und d):
Der Rest der Aussage ist klar.

Dies zeigt insgesamt die Aussage. //



