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Vorwort

Durch den Eintritt der Industriestaaten in das Informationszeitalter und
die revolutiondren Erneuerungen im Bereich der Unterhaltungselektronik,
haben in den letzten Jahrzehnten Methoden zur Fehlerbehandlung bei der
Dateniibertragung eine bedeutendere Rolle denn je erlangt. Diese sind das
Forschungsgebiet der Codierungstheorie, dessen Ergebnisse jetzt von jeder-
mann, ob beim Internetsurfen, Telefonieren oder beim Abspielen einer CD,
bewusst oder unbewusst genutzt werden. Codes mit guten Fehlererkennungs-
und -korrektureigenschaften werden benétigt, um die notwendigen Dateniib-
ertragungen moglich zu machen.

Es ist ein wohlbekanntes Problem der Codierungstheorie, dass lange Co-
des mit giinstigen Eigenschaften schwierig zu konstruieren sind. Die Gilbert-
Varshamov-Schranke besagt, dass eine Folge von Codes mit wachsender
Blocklénge, hohen Informationsraten und entsprechend guten Fehlerkorrek-
tureigenschaften existiert. Man nennt solche Familien von Codes ,gut“. Der
Beweis dieses Satzes ist allerdings nicht konstruktiv, er enthilt also keinen
Hinweis wie man derartige Codes konstruieren kann.

Einer der wichtigsten Fortschritte in der Theorie der fehlerkorrigierenden
Codes war die Verwendung von Methoden aus der algebraischen Geometrie.
Diese Entdeckung geht auf V. D. Goppa zuriick der 1981 die Klasse der
geometrischen Goppa-Codes (auch algebraisch-geometrische Codes genannt)
eingefithrt hat (siehe [7]). Geometrische Goppa-Codes haben hervorragende
asymptotische Eigenschaften und Goppa konnte zeigen, dass diese Codes
die Gilbert-Varshamov-Schranke erreichen. Das war der erste Fortschritt in-
nerhalb von 30 Jahren. Tsfasman, V1ddut und Zink zeigten 1982, dass mit
Hilfe von geometrischen Goppa-Codes, die Gilbert-Varshamov-Schranke so-
gar noch verbessert werden kann. Alle diese Ergebnisse waren aber nach wie
vor nicht konstruktiv. Mittlerweile gibt es allerdings sogar schon die ersten
expliziten Beschreibungen solcher Codes (siehe z.B. [18]).

In den letzten Jahren entdeckten Xing, Niederreiter und Lam neue Me-
thoden um Codes mit Hilfe der algebraischen Geometrie zu konstruieren
(siehe [15], [25] und [26]), indem sie ihre Konstruktionen im Zusammenhang



mit low-discrepancy sequences (siehe [13] und [24]) betrachteten. Dabei ver-
wendeten sie Anséitze, die sich wesentlich von denen Goppas unterschieden.
Ozbudak und Stichtenoth fanden durch Verallgemeinerung dieser Konstruk-
tionen eine dquivalente Beschreibung der geometrischen Goppa-Codes (siehe
[16]). Neue Einblicke in die Natur dieser Codes ergeben sich durch die Be-
trachtung von Spezialklassen, die man durch die Konstruktionen von Xing,
Niederreiter und Lam erhélt (siehe [25]).

Insbesondere die letzten Konstruktionen von Xing, Niederreiter und Lam
(siehe [15] und [26]), die eine echte Verallgemeinerung der geometrischen
Goppa-Codes darstellen und daher den Namen verallgemeinerte algebraisch-
geometrische Codes bekommen haben, scheinen sehr vielversprechend zu
sein. Es handelt sich dabei zweifellos um eine weitreichende und sehr in-
teressante Verallgemeinerung der geometrischen Goppa-Codes. Man kann
mit ihrer Hilfe sehr gute - ja sogar bestmogliche - Beispiele fiir Codes iiber
kleinen Alphabeten angeben, was mit Hilfe von geometrischen Goppa-Codes
nicht mdéglich zu sein scheint.

Diese Arbeit soll die oben erwidhnten Themen aufarbeiten und ist fol-
gendermaflen gegliedert:

Im ersten Kapitel werden die Grundlagen der Codierungstheorie dar-
gestellt. Die dazu notwendigen Begriffe, wie Codes, Gewicht und Distanz,
Fehlererkennung und Fehlerkorrektur, etc., werden exakt eingefithrt und
die wichtigsten Eigenschaften bewiesen. Im Abschnitt 1.5 wird die Gilbert-
Varshamov-Schranke formuliert und bewiesen und die Probleme, die sich
daraus ergeben, aufgezeigt. In Abschnitt 1.6 behandeln wir die in den An-
wendungen (bisher) am hiufigsten verwendeten Codes, die BCH-Codes und
geben dadurch weitere Motivation zur Suche nach guten Codes. Dieser Teil
der Arbeit richtet sich vor allem nach dem Buch von Pretzel (siehe [17]).

Im zweiten Kapitel wird die Sprache entwickelt, um algebraisch-geome-
trische Codes betrachten zu kénnen, ndmlich die Theorie der algebraischen
Funktionenkorper. Solche algebraische Objekte treten in natiirlicher Wei-
se in vielen Bereichen der Mathematik auf, wie etwa in der algebraischen
Geometrie, der algebraischen Zahlentheorie oder in der komplexen Analysis.
Tatséchlich ist die Theorie der algebraischen Funktionenkérper dquivalent
zur Theorie der algebraischen Kurven. Wir wihlen aber den rein algebrai-
schen Zugang, da man dadurch relativ schnell zum Hauptergebnis, dem Satz
von Riemann-Roch kommt, der in Abschnitt 2.6 behandelt wird. Durch die-
se Vorgangsweise erspart man sich viel Topologie, die beim Studium der
algebraischen Kurven notwendig ist und die man zusétzlich zur Algebra
benotigt. Dieses Kapitel stammt zum grofiten Teil aus dem Buch von Stich-
tenoth (siehe [19]) und zu einem kleineren Teil aus dem Buch von Pretzel



(siehe [18]).

Im dritten Kapitel konnen wir die geometrischen Goppa-Codes einfiihren
und mit Hilfe des Satzes von Riemann-Roch deren Parameter abschétzen.
Dabei werden wir zwei Beschreibungen von Goppa und eine Beschreibung
nach Xing - Niederreiter - Lam und Ozbudak - Stichtenoth kennenlernen. In
Abschnitt 3.3 untersuchen wir spezielle Klassen von geometrischen Goppa-
Codes: die rationalen Goppa-Codes, welche die BCH-Codes als Spezialfall
enthalten, und die sogenannten XNL-Codes, welche auf den Konstruktionen
von Xing, Niederreiter und Lam beruhen. Im Abschnitt 3.4 schlieBlich, wer-
den wir die Beziehung zwischen den geometrischen Goppa-Codes und der
asymptotischen Gilbert-Varshamov-Schranke kennenlernen und sehen, dass
sie durch diese verbessert werden kann. Dieses Kapitel beruht hauptséchlich
auf dem Buch von Stichtenoth (siehe [19]) und weiters auf den Arbeiten von
Xing, Niederreiter, Lam und Ozbudak, Stichtenoth (siehe [15],[25],[26] und

[16]).

Das vierte und letzte Kapitel beschéftigt sich schluendlich mit den ver-
allgemeinerten algebraisch-geometrischen Codes, ihrer Konstruktion und es
wird eine interessante Teilklasse vorgestellt, die eine offensichtliche Verallge-
meinerung der geometrischen Goppa-Codes ist. Im Abschnitt 4.2 wird sich
zeigen, dass wir dadurch Codes gewinnen kénnen, die in einem gewissen
Sinne Weltrekorde sind.

Abschlieend méchte ich mich noch herzlich bei Herrn Prof. Niederreiter
bedanken, der das Thema vorgeschlagen hat und bei der Literaturauswahl
federfithrend war. Weiterer Dank gebiihrt meinem Betreuer Herrn Prof. Dr-
mota und nicht zuletzt meinem Bruder Michael, fiir das sorgfiltige Korrek-
turlesen.

Wien, August 2000 Clemens Fuchs
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Kapitel 1

Grundlagen der
Codierungstheorie

1.1 Einfiihrung

Die Anwendungsgebiete der Codierungstheorie sind sehr vielfiltig, jedoch
haben alle folgendes gemeinsam: Informationen sollen von einer Quelle iiber
einen Informationskanal zu einem Empfinger geschickt werden. Dabei tre-
ten in der Regel Fehler auf. Ziel der Codierungstheorie ist es, Strategien zu
entwickeln, die bei der Ubertragung aufgetretenen Fehler zu erkennen und
zu korrigieren. Beispiele fiir solche Ubertragungen sind: gesprochene Nach-
richten, Funk, Audiosysteme, Fernsehen, Computernetze, Satellitenkommu-
nikation, Datenspeicherung, usw.

Um Fehler zu erkennen bzw. zu korrigieren, werden die folgenden beiden
Prinzipien angewandt:

e Redundanz,

e Grammatik.

Diese Prinzipien sind uns von der natiirlichen Sprache her wohlbekannt. Die
Woérter in unserer Sprache bilden nur einen sehr kleinen Teil der mdoglichen
Zeichenketten. Auflerdem ergeben nur wenige Folgen von Wortern einen
Satz. Wir kénnen sagen, dass mit sehr grofler Wahrscheinlichkeit ein Feh-
ler nur wenige Buchstaben betreffen wird. Da in der natiirlichen Sprache
die Anzahl der Worte, die man durch Anderung von nur wenigen Buchsta-
ben ineinander iiberfithren kann, gering ist, wird ein falsch geschriebenes
Wort mit groler Wahrscheinlichkeit als solches erkannt, und da nur wenige
mogliche Kandidaten als korrekte Version in Frage kommen, kann man es
vielleicht sogar korrigieren. Insbesondere kann dazu die Grammatik nutz-
bringend eingesetzt werden.



Im folgenden wollen wir stets annehmen, dass eine Nachricht aus den
Symbolen einer festen, endlichen Menge A aufgebaut ist, die wir das Alpha-
bet nennen. Das Alphabet soll ein Nullsymbol besitzen, welches wir mit 0
bezeichnen.

Als erstes wollen wir den Kanal modellieren iiber den wir die Informa-
tionen senden. Dieses Modell wird natiirlich umso komplizierter, je besser
wir versuchen die Wirklichkeit nachzubilden. Das einfachste Modell erhélt
man unter der Annahme, dass es zu jedem Paar verschiedener Symbole
a,b € A eine feste Wahrscheinlichkeit p, j gibt, die angibt mit welcher Wahr-
scheinlichkeit b empfangen wird, wenn a gesendet wurde. Man spricht von
einem Zufallsfehler-Kanal. Aulerdem wollen wir noch annehmen, dass die
Wahrscheinlichkeiten p, ; dieselben sind fiir alle Paare a,b mit a # b. Einen
solchen Kanal nennt man symmetrisch. Im folgenden wollen wir stets an-
nehmen, dass wir einen symmetrischen Zufallsfehler-Kanal haben.

Die néchste Stufe in unserem Modell ist der Encoder. Dieser wandelt die
Eingangsnachricht um, sodass Fehler erkannt und korrigiert werden kénnen.
Zum Schluf} ben6tigen wir noch einen Decoder, der die urspriingliche Nach-
richt wieder herstellt, nachdem der Fehler- Prozessor die Nachricht auf even-
tuelle Fehler untersucht, diese korrigiert, oder mit einem Fehlersignal abge-
brochen hat.

1.2 Blockcodes, Gewicht und Distanz

Wir wollen stets annehmen, dass unser Encoder (den wir gleich definieren
werden) die Nachricht in Wérter bzw. Blicke zerlegt, das heifit in Folgen
von Symbolen fester Linge k. Der Encoder iibersetzt jedes Wort in ein Co-
dewort mit fester Linge n. Solche Codes nennt man Blockcodes.

Definition 1.2.1 Es sei A ein Alphabet. Eine Folge von n Symbolen aus
A nennen wir ein A-Wort (oder kurz Wort) der Linge n. Die Menge aller
A-Worter der Linge n bezeichnen wir mit A™.

Wenn A aus ¢ Symbolen besteht, dann gibt es genau ¢" A-Worter der
Léange n. Wir kénnen jetzt Blockcodes formal definieren:

Definition 1.2.2 Ein [n, k]-Blockcode C iiber einem Alphabet A mit g Ele-
menten ist eine Teilmenge von A™ bestehend aus genau ¢¥ Codewértern. Ein
Encoder E fiir C ist eine bijektive Abbildung von A* nach C, welche jedem
A-Wort z der Linge k ein Codewort u = E(z) zuordnet. Der dazugehérige
Decoder D ist die zu E inverse Abbildung. Die Zahl n heifit Linge des Co-



des, k heiit der Rang oder die Dimension des Codes und k/n heifit die Rate
des Codes C.

Der Encoder setzt das Codewort oft so zusammen, dal das Nachrichten-
wort z der Anfang des Codewortes E(z) ist. Einen solchen Encoder nennen
wir systematisch. In diesem Fall besteht das Codewort aus dem Nachrichten-
wort und den Prifziffern. Der Decoder ldsst lediglich die Priifzeichen weg.
Da k < n ist, muss die Rate stets < 1 sein.

Zunichst wollen wir die Methoden zur Fehlererkennung und Fehlerkor-
rektur betrachten, welche nur das Redundanzprinzip verwenden. Sei also
C C A" Jedes w € A™ heifit ein Empfangswort. Ist w € F := A™\C, so hat
ein Ubertragungsfehler stattgefunden. Ist w € C, so kann man trotzdem die
Moglichkeit eines Fehlers nicht ausschlieflen.

Definition 1.2.3 Fiir v = (vy,...,vp), w = (w1,...,wy) € A™ heifit die
Anzahl der Stellen i € {1,...,n} mit v; # w; (Hamming-) Distanz d(v,w)
von v,w. Das (Hamming-) Gewicht wt(v) von v ist die Anzahl der von 0
verschiedenen Eintrige von v.

Satz 1.2.4 Die Hamming-Distanz ist eine Metrik auf A™.

Beweis. Aus der Definition folgt sofort, dass d(v,w) stets eine positive, re-
elle Zahl ist, dass d(v,w) = 0 & v = w gilt und dass d(v,w) = d(w,v) ist.
Es bleibt also die Dreiecksungleichung zu zeigen: Sei z = (z1,...,Zp),y =
(y1,---,Yn) und z = (21, ..., 2,). Dann ist d(z, z) gleich der Anzahl der Stel-
len in denen sich z und z unterscheiden. Sei U die Menge der Indizes dieser
Stellen, dann ist

d(z,z) = |U| = [{i| =i # zi}]-

Sei S ={i|z; # 2z und z; =y;} und T = {i|z; # z; und z; # y;}. Dann ist
U die disjunkte Vereinigung von S und 7. Also gilt

d(z,z) = |S|+|T.
Aus der Definition von d(z,y) und T folgt daher, dass
T < d(z,y)-
Andererseits gilt fiir i € S, dass y; = ; # 2; ist. Es folgt
S| < d(y, 2),
und damit insgesamt d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2)- O

Definition 1.2.5 Ein Fehler-Prozessor P fir einen [n, k]-Code C iiber A



ist eine Abbildung, die einem Empfangswort w das Paar (a,u) zuordnet,
wobei a die Werte ,gut“ oder ,schlecht“ annehmen kann und u ein Wort
der Lange n ist. Dabei hat das Signal a hat den Wert ,gut“, wenn w ein
Codewort ist und sonst ,schlecht“. Ein Fehler-Prozessor, der stets u = w
liefert, nennt man einen Fehler-Detektor und einen, der stets ein Codewort
von C zuriickliefert nennt man perfekt.

Das Prinzip der Decodierung ist das Folgende: Wird w € A™ empfan-
gen, so werden wir annehmen, dass es von einem ¢ € C stammt, fiir welches
d(c, w) minimal ist. Gibt es ein solches ¢, so wird w als dieses ¢ decodiert.
Gibt es mehr als ein solches ¢, dann erhélt man keine eindeutige Entschei-
dung.

Definition 1.2.6 Es sei v ein gesendetes A-Wort und w € A™ das emp-
fangene Wort. Weiters sei ¢ := d(v,w). Dann heiit ¢ die Anzahl der Ubert-
ragungsfehler und wir sagen, dass t Fehler aufgetreten sind, oder dass ein
Fehler mit Gewicht t stattgefunden hat.

Definition 1.2.7 Sei P ein Fehler-Prozessor fiir einen [n, k]-Code C iiber
A. Wir sagen, P kann alle Fehler vom Gewicht < t erkennen, wenn kein
Codewort durch einen Fehler mit Gewicht < ¢ in ein anderes Codewort
iibergefithrt werden kann. Wir sagen auflerdem, P kann alle Fehler vom
Gewicht < t korrigieren, wenn zu jedem Empfangswort w € A™ genau ein
Codewort ¢ mit d(w, c) < t existiert.

Ein Fehler-Prozessor iiberpriift also zuerst, ob das Empfangswort w ein
Codewort ist oder nicht. Wenn w ein Codewort ist, dann ist die Aufgabe
des Fehler-Prozessors beendet, dass Wort wird als ,,gut“ bewertet und wei-
tergeleitet. Das bedeutet, wenn ein Fehler so auftritt, dass ein Codewort in
ein anderes gestort wird, dann kann dieser Fehler nicht entdeckt und damit
auch nicht korrigiert werden. Wenn wir alle Fehler bis zum Gewicht ¢ erken-
nen wollen, ist es klarerweise notwendig, dass zwei verschiedene Codewdrter
mindestens Distanz ¢ + 1 haben. Deshalb liegt es auf der Hand, folgendes
Ma# fiir den kleinstmdglichen Abstand zwischen verschiedenen Codewortern
einzufithren.

Definition 1.2.8 Sei C ein [n, k]-Code iiber A. Wir nennen

d:= i d(x,
0By WY

die Minimaldistanz von C. Dieses Maf ist so wichtig, dass wir C auch einen
[n, k, d]-Code nennen.

Es gilt dann der folgende Satz:



Satz 1.2.9 Sei C ein [n, k]-Code iber A und t € N. Dann kann ein Fehler-
Prozessor fir C alle Fehler mit Gewicht < t erkennen, genau dann wenn
d>t+1 ist.

Beweis. Wenn v und v Codewoérter sind mit u # v und d(u,v) < ¢, dann
kann v in v durch einen Fehler vom Gewicht < ¢ iibergefithrt werden. In
diesem Fall kann kein Fehler-Prozessor fiir C' alle Fehler vom Gewicht < ¢
erkennen. Umgekehrt gilt, wenn je zwei Codewdrter mindestens Distanz ¢+ 1
voneinander haben, dann fiihrt ein Fehler vom Gewicht ¢ ein Codewort in
ein Wort iiber das kein Codewort ist. Der Fehler kann also entdeckt werden,
indem man iiberpriift, ob das empfangene Wort ein Codewort ist. Also sind
alle Fehler mit Gewicht < ¢ erkennbar. O

Satz 1.2.10 Es gibt einen Fehler-Prozessor fir den [n,k|-Code C iiber A,
welcher alle Fehler bis zum Gewicht t € N korrigiert, dann und nur dann,
wenn d > 2t + 1.

Beweis. Angenommen es gibt Codeworter u und v mit v # v und d(u,v) <
2t. Sei w ein Wort das mit u an allen Stellen iibereinstimmt, an denen u mit
v iibereinstimmt. Weiters soll w mit u an den ersten ¢ Stellen iibereinstim-
men, an denen u und v nicht iibereinstimmen und an den restlichen Stellen
soll w mit v iibereinstimmen (wenn d(u,v) < t dann wihlen wir w = u).
Dann gilt: d(u, w) <t und d(v,w) < t. Angenommen w wird zusammen mit
der Information empfangen, dass hichstens ¢ Fehler aufgetreten sind. Dann
kann sowohl u als auch v (oder ein ganz anderes Wort) gesendet worden sein.
Also gibt es keinen Fehler-Prozessor der Fehler vom Gewicht < ¢ korrigieren
kann.

Umgekehrt nehmen wir an, dass ein Wort w zusammen mit der Information
empfangen wurde, dass hochstens ¢ Fehler aufgetreten sind. Wenn es zwei
Codeworter u und v mit d(u,w) < ¢t und d(v,w) < t geben wiirde, dann
miite d(u,v) < 2t gelten. Widerspruch zur Annahme, dass d > 2t + 1 gilt.
Also gibt es ein eindeutiges Wort u mit d(u,w) < ¢, und wir decodieren w
durch wu. O

1.3 Linearcodes

Als nichstes wollen wir das Prinzip der Grammatik nachbilden, indem wir
dem Alphabet A und damit auch A™, sowie dem Code C Struktur verleihen.
Dies fithrt uns zum Begriff des Linearcodes.

Definition 1.3.1 Sei das Alphabet A der endliche Koérper F;, mit g Ele-



menten. Dann heifit ein [n, k]-Code C iiber A ein Linearcode, wenn C ein
Unterraum des Vektorraumes A™ ist.

Wenn C ein [n, k]-Linearcode iiber F, ist, dann ist £ = dim(C). Wir
niitzen diese Struktur um die Minimaldistanz eines Linearcodes zu charak-
terisieren.

Satz 1.3.2 Fir einen [n,k]-Linearcode C iber Fy ist die Minimaldistanz
gleich dem minimalen Gewicht aller vom Nullwort verschiedenen Codewdrter.

Beweis. Fiir Codewérter u und v gilt d(u,v) =wt(u — v). Aufgrund der
Linearitét ist u — v wieder ein Codewort. O

Wenn ein Wort ¢ gesendet und y € A™ empfangen worden ist, so heifit
e =y — ¢ Fehlerwort (Fehlermuster oder kurz Fehler) von c. Es gilt:

wt(e) = wt(y — ¢) = d(y, ) = Anzahl der Ubertragungsfehler.

Wenn wir mit Linearcodes arbeiten, dann werden wir stets verlangen, dass
der Encoder die Linearitit respektiert. Deshalb definieren wir:

Definition 1.3.3 Ein linearer Encoder E fiir einen [n, k]-Linearcode C iiber
[Fy ist ein Isomorphismus von F’; auf C.

Da wir nun nur mehr Linearcodes betrachten, sprechen wir in der Folge
kurz von einem Encoder.

Definition 1.3.4 Sei C ein linearer [n,k]-Code iiber F, mit Encoder E.
Sei G jene k x n - Matrix, sodass E(z) = zG fiir jedes Wort z mit Linge k
ist. Dann heifit G eine Generatormatriz des Codes C.

Wenn wir also eine Generatormatrix G eines [n, k]-Codes C iiber F, gege-
ben haben, dann ist durch E(z) := zG eindeutig ein Encoder fiir C definiert.
Wir haben einen Encoder systematisch genannt, wenn das Nachrichtenwort
genau die ersten k Symbole des zugehorigen Codewortes sind. Diese Eigen-
schaft kann man sehr leicht an der Generatormatrix ablesen.

Satz 1.3.5 Sei C ein linearer [n, k]-Code tber F, mit Generatormatriz G.
Dann ist der zugehorige Encoder systematisch, dann und nur dann, wenn
die ersten k Spalten von G die k x k Einheitsmatriz I, bilden.

Beweis. Die Spalten von G sind Gleichungen, mit deren Hilfe man aus den

Symbolen eines Elementes = das Codewort u fiir  gewinnt. Deshalb sind
die ersten k Symbole von u die Symbole von z < wenn die ersten k Spalten
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von G (1,0,...,0)7,(0,1,0,...,0)7,...,(0,...,0,1)T lauten. O

Wir nennen eine Generatormatrix G daher systematisch, wenn der da-
zugehorige Encoder systematisch ist (also wenn die ersten k& Spalten von G
gleich Ij sind). Klarerweise kann ein Code mehrere verschiedene Genera-
tormatrizen besitzen. Der folgende Satz gibt eine einfache, notwendige und
hinreichende Bedingung um festzustellen, ob eine Matrix eine Generatorma-
trix eines Linearcodes ist.

Satz 1.3.6 Sei C ein [n, k]-Linearcode dber F, und sei G eine k x n-Matriz.
Dann ist G eine Generatormatriz von C, dann und nur dann, wenn die Zei-
len von G eine Basis von C bilden.

Beweis.

=-: Nach Voraussetzung ist F eine bijektive Abbildung von Fg nach C. Die
Zeilen von G sind die Bilder der Nachrichtenworter (1,0,...,0),(0,1,0,...,
0),...,(0,...,0,1) und bilden daher eine Basis von C.

<: Bezeichnen wir die Zeilen von G mit g1, ... gx. Multiplikation des Nach-
richtenwortes (a1, ... ,ax) mit G gibt das Wort a1g1+- - -+axgg. Nach Annah-
me ist das eine Linearkombination von Codewdrtern. Da C ein Linearcode
ist, handelt es sich dabei wieder um ein Codewort. G bildet ]F’g also auf einen
Teilraum von C' ab. Die Dimension dieses Teilraumes ist k£, daher haben wir
eine bijektive Zuordnung, also einen Encoder fiir C. O

Einer der Hauptgriinde, Linearcodes zu verwenden, ist die Tatsache, dass
man sehr einfach iiberpriifen kann, ob ein Empfangswort ein Codewort ist
oder nicht.

Definition 1.3.7 Eine Kontrollmatriz fiir einen [n, k]-Linearcode C iiber
[, ist eine [ X n-Matrix H, mit der Eigenschaft, dass fiir v € Iy gilt:

Hl' =0sveC

Die Zahl [ ist zunichst beliebig. Wir werden sehen, dass der kleinstmogli-
che Wert n — k ist. Wir sagen eine Kontrollmatrix sei systematisch, wenn
sie von der Gestalt (D, J) ist, wobei J die (n — k) x (n — k) Einheitsmatrix
ist. Es gilt die folgende, sehr einfache Beziehung zwischen systematischer
Generator- und Kontrollmatrix.

Satz 1.3.8 Es sei C ein [n, k|-Linearcode tber Fy. Dann gilt:

Falls C eine systematische Generatormatriz G besitzt, dann auch eine sy-
stematische Kontrollmatriz H und umgekehrt. Insbesondere wird eine durch
die andere eindeutig bestimmt, denn in diesem Fall gilt: Sei G = (I, A) und
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H = (B,J), dann ist A= —BT.

Beweis. Zunéchst sollen systematische Generatormatrix G und systemati-
sche Kontrollmatrix H existieren. Dann haben sie die Form G = (I, A) und
H = (B, J). Es gilt dann HGT = 0, da die Zeilen von G Codewérter sind.
Also erhalten wir BI + JAT = 0. Also folgt B = —A”. Deshalb wird G
durch H bestimmt und umgekehrt, also sind beide eindeutig und sie haben
die angegebene Form.

Wenn nun G = (I, A) eine systematische Kontrollmatrix ist, dann zeigen
wir, dass durch H = (—A”,.J) eine systematische Kontrollmatrix definiert
wird. Sei v = uG fiir ein u. Wegen HGT = 0 folgt aus v = uG, dass
Hv" = HGTuT = 0u” = 0 ist. Daher ist H eine Kontrollmatrix und sie ist
sytematisch. Umgekehrt sei H = (B, J) gegeben. Wir setzen G = (I, —BT)
und zeigen G ist eine Generatormatrix. Sei also Hv! = 0. Wir zerlegen
v in (u,w), wo u aus den ersten k Symbolen von v besteht. Dann gilt
Hv' =0 & —ATu” + Jw" = —ATuT + wT = 0. Also gilt w = uA und
damit v = (u,w) = (u,ud) = (I, A)u = uG. O

Die Frage, ob jeder Code eine systematische Generatormatrix besitzt,
beantwortet der folgende Satz:

Satz 1.3.9 Sei C ein [n, k]-Linearcode iber Fy. Dann konnen die Codewdrter

so permutiert werden, dass der permutierte Code C eine systematische Ge-
neratormatriz besitzt.

Beweis. Sei G eine Generatormatrix von C. Durch elementare Zeilenopera-
tionen ist es moglich die Matrix G in eine Matrix G’ iiberzufiihren , sodass
diese folgende Eigenschaften hat: Der erste Eintrag # 0 der (i + 1)-ten Zeile
erfolgt spéter als der von der i. Zeile. Der erste Eintrag # 0 jeder Zeile ist
1. Alle anderen Eintrige in der Spalte, die die 1 enthélt sind 0.

Die Zeilen von G’ sind Linearkombinationen der Zeilen von G und daher
Codewdrter. Dann permutieren wir die Spalten von G’, so dass die 1 in der
1. Zeile in der i. Spalte steht. Die so erhaltene Matrix bezeichnen wir mit
G". Diese Permutation entspricht einer Permutation der Symbole der Co-
dewoérter von C'. Den permutierten Code nennen wir C. Nach Konstruktion
beginnt G" mit der k x k Einheitsmatrix und ist eine Generatormatrix fiir
C, da die Spalten eine Basis fiir C bilden. O

Nun wollen wir die Behauptung iiber die Gréfle der Kontrollmatrix zei-
gen:

Satz 1.3.10 Sei C ein [n, k]-Linearcode iber Fy und H eine Kontrollmatriz
fir C. Dann gilt:

12



(a) rank H =n — k.

(b) H hat mindestens n — k Zeilen.

(c) Sei K eine Matriz, die aus H durch Hinzufiigen von weiteren Zeilen ent-
steht, die Linearkombinationen der Zeilen von H sind, dann ist K ebenfalls
eine Kontrollmatriz fir C.

Beweis.

(a) Da H eine Kontrollmatrix fiir C ist, folgt, dass C' der Kern der linearen
Abbildung H ist. Aus der Rangformel folgt rank H = n — k.

(b) Der Rang ist hochstens gleich der Anzahl der Zeilen einer Matrix.

(c) Trivial. O

Wir wollen noch eine andere Beschreibung der Kontrollmatrix eines Co-
des geben.

Definition 1.3.11 Das kanonische innere Produkt in Fg ist definiert durch

n
<a’ b) = Z aibia
=1

fir a = (a1,...,a,) und b = (b1, ...,b,) € F. Offensichtlich liefert das eine
nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform auf F .
Definition 1.3.12 Sei C ein [n, k]-Linearcode iiber F,. Dann heifit
ct:={u € Iy | {u,c) = 0 fiir alle c € C}
der zu C duale Code.
Aus der linearen Algebra wissen wir, dass der duale Code zu einem [n, k|-

Linearcode iiber F, ein [n,n — k]-Linearcode iiber F, ist. Der duale Code
lasst sich sehr einfach mit Hilfe der Kontrollmatrix von C beschreiben.

Satz 1.3.13 Sei H eine Kontrollmatriz eines linearen [n, k]-Codes C' iiber
Fy, mit n — k Zeilen. Dann ist H eine Generatormatriz des zu C dualen
Codes C+.

Beweis. Sei U = {vH |v € Fg*k}_ Wir zeigen, dass U = C* gilt.
1. Klarerweise ist U ein Teilraum von Fy mit dimU =n — k.
2. Sei G eine Generatormatrix von C. Jedes u € U ist orthogonal zu jedem
c € C, denn fiir u = vH und ¢ = aG gilt, wegen HGT =0,
(u,c) = uc’ = (vH)(a@)" =v(HG")a’ = 0.

Also ist U C C+.
Da der Unterraum U C C* und dimU = dimC+ = n — k ist, folgt die
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Behauptung. g

Zum Schluss zeigen wir, dass in der Kontrollmatrix die ganze Informa-
tion iiber die Minimaldistanz des Codes steckt.

Satz 1.3.14 Sei C ein [n,k]-Linearcode iber Fy mit Kontrollmatriz H. C
hat Minimaldistanz > d, dann und nur dann, wenn es keine Menge mit d
Spalten von H gibt, die linear abhdngig sind.

Beweis. Wir bezeichnen die Spalten von H mit hi,...,h,. Angenommen
es existiert ein Codewort ¢ = (¢1,c¢2,...,¢,) # 0 mit Gewicht < d. Wir
miissen zeigen, dass H eine linear abhéingige Menge von d Spalten besitzt.
Da c ein Codewort ist, gilt

HCT261h1+CQh2+---+Cnhn =0.

Wir wihlen eine Menge von genau d Spalten von H, wo alle jene Spalten
h; vorkommen, in denen ¢; # 0 ist. Diese Spalten seien 0.B.d.A. hq,...,hq.
Wegen ¢; = 0 fiir 7 > d, gilt dann

cihi + coho + -+ 4+ cqghg = 0.

Da ¢ # 0 ist, mufl mindestens einer der Koeffizienten ¢; # 0 sein. Die Menge
{h1,...,hq} ist also linear abhingig.

Umgekehrt gilt fiir eine linear abhéingige Menge von d Spalten von H (wir
nehmen wieder 0.B.d.A. an, dass sie wie oben numeriert sind), dass Koeffi-
zienten ¢;,7 = 1,...d nicht alle 0 existieren, sodass

c1thy + coha + -+ cqghg =0

gilt. Definieren wir ¢; = 0 fiir # > d, dann haben wir ein Codewort ¢ =
(c1,-..,cp) ungleich dem Nullwort gefunden, da gilt

He!' =cihy + -+ + ephy, = 0.

Da wt(c) < d gilt, muss die Minimaldistanz < d sein. O

Wenn wir also einen Linearcode C' mit Generatormatrix G und Kontroll-
matrix H gegeben haben, kénnen wir den Encoder und den Decoder von C
sehr leicht mit Hilfe der Operationen von I, beschreiben. Ein Nachrichten-
wort wird in ein Codewort umgewandelt, indem wir die Generatormatrix
darauf anwenden. Ob ein Empfangswort ein Codewort ist, kénnen wir iiber-
priifen, indem wir es mit A multiplizieren. Wenn das Ergebnis 0 ist, dann
ist es ein Codewort, sonst nicht. Falls G systematisch ist, wird decodiert,
indem die Priifzeichen weggelassen werden.
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Wie man die Struktur des Codes ausniitzen kann, um entstandene Feh-
ler zu korrigieren, soll hier nicht behandelt werden. Informationen dariiber
findet man zum Beispiel in [17].

1.4 Aquivalente Codes

Wir wollen spiter Konstruktionen fiir Codes angeben. Dabei treten Codes
auf, die im wesentlichen gleichwertig sind. Um diese Gleichheit exakt zu for-
mulieren definieren wir:

Definition 1.4.1 Gegeben seien zwei Linearcodes C, Cy C Fg. C1 und Co
heiflen dquivalent, wenn ein Vektor a = (a1,...,an) € (F;\{0})" existiert,
sodass Cy = a - (1 ist, das heif3t, dass

Cy = {(a1c1,.---,ancy) | (c1,...,cn) € C1}

gilt.

Aquivalente Codes haben viele qualitative Eigenschaften gemeinsam. Ge-
nauer gilt der folgende Satz:

Satz 1.4.2 C und Cy seien dquivalente Codes iber Iy der Léinge n. Dann
haben C1 und Co dieselbe Dimension und dieselbe Minimaldistanz.

Beweis. Da C; und Cs dquivalent sind, gibt es ein a = (a1,...,a,) €
(F\{0})" mit Cy = a - C;. Die Aussage iiber die Dimension folgt aus der
Tatsache, dass die Abbildung

q

{ F" — Fy
a:
(v1y..50n) — (a1v1,...,0p0p)

ein Isomorphismus ist. Da nach Definition der Aquivalenz Co = «(C}) ist,
gilt dim Cy = dim C}.
Die zweite Aussage folgt sofort aus

wt(aicy, ..., ancy) = wt(ci, ..., cp)

und Satz 1.3.2. O

Man beachte aber, dass dquivalente Codes nicht in allen interessanten
Eigenschaften eines Codes iibereinstimmen miissen. Zum Beispiel kénnen
dquivalente Codes nicht-isomorphe Automorphismengruppen besitzen (fiir
eine Definition der Automorphismengruppe eines Codes siehe [19]).

15



1.5 Die Gilbert-Varshamov-Schranke

Ziel der Codierungstheorie ist es ,,gute“ Codes oder ,gute“ Klassen von
Codes zu konstruieren. Die meisten Schranken fiir Codes sind obere Schran-
ken, die angeben, dass die Parameter eines Codes sich innerhalb gewisser
Schranken bewegen miissen. Die Gilbert-Varshamov-Schranke ist eine unte-
re Schranke. Sie besagt, dass Codes mit Parametern, die grofler als gewisse
Werte sind, existieren. Wir werden Codes, deren Parameter diese Schranke
erreichen, ,gut“ nennen. Die Gilbert-Varshamov-Schranke stellt also sicher,
dass ,,gute“ Codes existieren.

Die Herleitung der Gilbert-Varshamov-Schranke beruht (so wie die mei-
sten anderen Schranken auch) darauf, die Anzahl der Worter zu zihlen, die
zu einem festen Wort eine vorgegebene Entfernung haben.

Definition 1.5.1 Sei A ein Alphabet mit ¢ Elementen. Der g-dre Ball
By(u,r) um u € A™ mit Radius r € N, besteht aus allen Wortern v € A™ mit
d(u,v) < r. Die Anzahl der Wérter in By(u,r) bezeichnen wir mit V(g,n, 7).

Satz 1.5.2 Sei A ein Alphabet mit ¢ Elementen und sei Bg(u,r) ein g-
arer Ball um u € A™ mit Radius r € N. Dann gilt fir die Anzahl der Wérter
in By(u,r) die Formel

Viann = (5)+ (1) a0+ (a-y =I§ (5)@-1

Beweis. Der Ball B,(u,r) ist die disjunkte Vereinigung der Mengen {v €
A" |d(u,v) = k} fir k = 0,...,7. Um ein Wort mit Distanz &k zu finden,
miissen wir zuerst k Plitze wihlen an denen sich v von u unterscheiden
soll. Dafiir gibt es (Z) Moglichkeiten. An jeder Stelle gibt es ¢ — 1 mogliche
Symbole, die verschieden von jenem von u an dieser Stelle sind. Insgesamt
gibt es (¢ — 1)* Moglichkeiten, wenn man die k& Stellen gewihlt hat. Daher
gibt es (})(g — 1)* Wérter mit Distanz & von u. O

Als sehr einfache Anwendung dieses Satzes erhilt man die folgenden
oberen Schranken fiir die Anzahl der Codeworter bei gegebener Lange und
Minimaldistanz.

Satz 1.5.3 (Hamming-Schranke) Sei C ein Code iber dem q-elementigen
Alphabet A mit Blocklinge n und Minimaldistanz d = 2r + 1. Dann hat C
hochstens q"/V (¢, n,r) Codewdrter.

Beweis. Die Balle mit Radius r um verschiedene Codeworter miissen dis-
junkt sein. Daher gilt |C|- V(¢g,n,r) < |A"| = ¢" und damit sofort die
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Behauptung. g

Satz 1.5.4 (Singleton-Schranke) Fir einen linearen [n, k,d]-Code C iber
Fy gilt
k+d<n-+1.

Beweis. Wenn wir die ersten d—1 Symbole in jedem Codewort von C' entfer-
nen, haben wir nach wie vor ¢* verschiedene Wérter, da die Minimaldistanz
d ist. Die Blocklinge reduziert sich dabei auf n—d+1. Also gilt k <n—d+1
und damit die Behauptung. g

Definition 1.5.5 Einen Code, der die Hamming-Schranke erreicht, nennt
man perfekt. Einen Code, der die Singleton-Schranke erreicht, heifit MDS-
Code (mazimum distance separable-Code).

Die Gilbert-Varshamov-Schranke erhilt man, wenn man die Anzahl der
Bille zéhlt, die man benétigt um den ganzen A™ zu iiberdecken.

Satz 1.5.6 (Gilbert-Varshamov-Schranke) Es gibt einen Code C iiber
dem g-elementigen Alphabet A mit Linge n und Minimaldistanz d mit |C| >
qn/V(Qa n, d— 1)‘

Beweis. Sei C C A™ ein Code mit Minimaldistanz d. Wir konnen anneh-
men das C' maximal ist, in dem Sinn, dass kein Wort zu C hinzugefiigt
werden kann ohne die Minimaldistanz zu verkleinern, denn wenn C' nicht
maximal in diesem Sinne wire, konnten wir ein Codewort hinzufiigen (ohne
die Minimaldistanz zu verkleinern), usw. Die Maximalitdt von C impliziert,
dass jedes Wort in A" eine Distanz < d — 1 von einem Codewort hat. Die
Bille mit Radius d—1 um Codewoérter iiberdecken also den A™. Es gilt daher

q" = A" <[CV(g,n,d —1).

Daraus folgt

und damit die Behauptung. EI

Die Gilbert-Varshamov-Schranke kann durch lineare Codes stets erreicht
werden. Es gilt der folgende Satz:

Satz 1.5.7 Sei C ein Linearcode mit Blocklidnge n tiber Fy und Minimal-

distanz > d. Falls |C| < ¢q"/V(q,n,d — 1), dann ezistiert ein Linearcode
C' 2 C in Ty, sodass die Minimaldistanz von C' ebenfalls > d ist.
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Beweis. Aus dem Beweis von Satz 1.5.6 folgt, dass wir ein Wort v € Fy
wéhlen konnen, dessen Distanz zu jedem Codewort mindestens d ist. Wir
definieren

C':={u—av|u€C unda€F,}.

Offensichtlich ist C” linear, denn fiir a,d’,b,b' € F, und u,u' € C gilt
b(u — av) — b (u' — a'v) = (bu — b'u') — (ba — V'a')v,

wobei bu — b'u’ € C ist, da C linear ist, und ba — b'a’ € F,. C' enthilt C
(indem man a = 0 setzt). Um zu zeigen, dass C' immer noch Minimaldistanz
> d hat verwenden wir Satz 1.3.2. Sei w = u — av ein Codewort ungleich
dem Nullwort. Wenn a = 0 gilt, dann ist w € C und damit ist in diesem
Fall wt(w) > d. Wenn a # 0 ist, setzen wir b = a~ . Dann gilt

wt(w) = wt(bw) = wt(bu — v) = d(bu,v).

Da C linear ist, ist bu ein Codewort von C' und v war so gewéhlt, dass die
Distanz zu jedem Codewort > d ist. Es ist also d(bu,v) > d. Satz 1.3.2 im-
pliziert die Behauptung. O

Folgerung 1.5.8 Es gibt einen Linearcode C C Fy mit Minimaldistanz d,
Rang > n—log,(V(g,n,d—1)) und daher Rate > 1—1log,(V(q,n,d—1))/n.

Beweis. Man wéihle einen Code der die Gilbert-Varshamov-Schranke er-
reicht. So einer existiert nach Satz 1.5.7. Dieser hat mindestens ¢" /V (g, n, d—
1) Codewdrter. Deshalb ist der Rang k mindestens

log,(¢"/V(g,n,d — 1)) =n —log,(V(g,n,d — 1)).

Die Aussage iiber die Rate folgt jetzt sofort aus der Definition der Rate als
Quotient k/n. O

Fiir kurze Blockldngen gibt es viele Codes, die die Gilbert-Varshamov-
Schranke erreichen. Mit zunehmender Blocklinge wird es dann aber immer
schwieriger die Gilbert-Varshamov-Schranke zu erreichen.

Um eine Schranke fiir Familien von Codes zu erhalten, miissen wir Co-
des mit verschiedenen Blockldngen vergleichen kénnen. Der Rang wird dabei
durch die Rate ersetzt und wir verwenden folgendes Maf fiir die Minimal-
distanz, welches nicht mehr von der Linge abhéingt.

Definition 1.5.9 Fiir einen Code der Linge n und Minimaldistanz d iiber
[, nennen wir d/n die relative Minimaldistanz.
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Wir benétigen auch noch eine Schitzung fiir den zweiten Term in der
Gilbert-Varshamov-Schranke, die nicht von n abhéingt. Dazu eignet sich die
folgende Funktion:

— 1)/q definieren wir die

Definition 1.5.10 Sei ¢ € N. Fiir 0 < § < (¢
= 0 und,

g-dre Entropie Funktion H,(0) durch H,(0)
Hy(6) = dlogy(qg — 1) — dlog,(6) — (1 — &) log, (1 — ).

Satz 1.5.11 Sei g € N. Fiir alle 0 < § < (¢ —1)/q gilt Hy(6) < dq/(q —1).
Gleichheit gilt dann und nur dann, wenn 6 =0 oder 6 =q—1)/q.

Beweis. Fir 0 < ¢ < (g —1)/q, gilt fiir die Ableitung von H(J)
log, (g — 1) — log,(3/(1 — 8)) > 0.
Die zweite Ableitung ist
1/((6 —1)d1In(q)) < 0.

Die Kurve definiert durch y = H,(¢) ist also konkav auf (0, (¢ — 1)/q]. Fir
0 = (¢—1)/q ist Hy(6) = 1. Deshalb muf die Gerade durch die Punkte (0, 0)
und ((q — 1)/q, 1) iiberall echt oberhalb der Kurve sein. O

Mit Hilfe dieser Funktion kénnen wir die Funktion V(g,n,d — 1) in der
Gilbert-Varshamov-Schranke ersetzen.

Hilfssatz 1.5.12 Sei 0 < § < (¢ —1)/q und fir n € N sei r = r(n) als
die grofite Zahl € N definiert, sodass r < dn ist. Dann gilt

(a) log, (V(g,n,1)) < nH,(5) und

(b) n™"log,(V(g,n,r)) — Hy(d) fiir n — oo.

Beweis. (a) Man beachte, dass 0 <1/¢=1— (¢ —1)/q <1 —§ gilt. Daher
ist fiir jedes reelle k£ > 0,

* < (¢—D*d* < (¢ - 1)1 -0~
Fiir 0 <7 < ¢n erhalten wir daher mit &k = dn — ¢
51 < (g — 1)Pi(1 — 5y,
Umformen und Multiplikation mit (1 — 6)™ ergibt

§(1—8)" " /(qg—1)" > 81 — )" (g — 1) = ¢ "Ha0),
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Mit Hilfe des Binomischen Lehrsatzes erhalten wir

1 = 1"=(@F+(1=0)"
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Wenn wir den Logarithmus zur Basis ¢ anwenden, erhalten wir
0> lqu(V(Q7 n,r)) —-n- Hq(5)7

was die erste Aussage beweist.

(b) Fiir den Beweis der zweiten Aussage bendtigen wir die Stirling’sche
Formel fiir In(n!):

In(n!) —1/(12n) < (n+1/2)In(n) — n + K < In(n!),

wobei K = In(27)/2 und damit eine Konstante ist. Wenn wir zum Logarith-
mus zur Basis ¢ iibergehen dndert sich die Konstante und wir erhalten

log, (n!) —log,(e)/(12n) < (n + 1/2)log,(n) — nlog,(e) + K' < log,(n!).

Aus Satz 1.5.2 folgt

Vig,n,r) > (Z) (¢—1)".

Wir setzen nun () = n!/(r!(n—r)!), logarithmieren zur Basis ¢ und verwen-
den die Stirling’sche Formel um die Faktoren abzuschitzen. Damit erhalten
wir

logg(V(g,n,7)) > (n+1/2)logy(n) — (r+1/2)log,(r)
—(n—r+41/2)log,(n—r) +rlog,(qg—1)
—nlog,(e) 4 rlog,(e) + (n —r)log,(e) — K'
—log,(e)/(12r) —log,(e)/(12(n — 7))

Wenn wir durch n dividieren und n gegen oo gehen lassen, kénnen wir Terme
die gegen 0 gehen vernachléssigen. Wir erhalten

. —1
nlggo(n 1qu(V(Qa n, 7')))

> Tim (log,(n) — (r/n) log,(r)
~((n —7)/n)logy(n —r) + (r/n) log,(q — 1)).
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Aus der Definition fiir r folgt, dass én/r und (1 — §)n/(n — r) beide fir
n — oo gegen 1 konvergieren. Also gilt

lim (n~"log,(V(q,n,7)))

n—,oo ?
> lim (logq(n) — 5logq((5n) —(1-9) logq((l —d)n) + 5logq(q -1))
n—oo
= nli_glo(logq(n) — dlog,(0) — dlog,(n)
—(1—0)log,(1 —6) — (1 —d)log,(n) + dlog,(qg — 1))
= ni_)rgo(—élogq(é) — (1 —46)log,(1 —6) + dlog,(qg — 1))
= Hq(‘s)-
Aus der ersten Aussage folgt nun die Behauptung. O

Satz 1.5.13 (Asymptotische Gilbert-Varshamov-Schranke) Fir alle
d < (g—1)/q gibt es eine Folge von Linearcodes C, C Iy, sodass die relati-
ve Minimaldistanz von Cy, gegen 6 und die Rate gegen 1—H,(6) konvergiert.

Beweis. Sei r die grofite Zahl € N mit » < én. Aus Folgerung 1.5.8 er-
halten wir, dass ein Linearcode C,, C ]Fj]1 mit Minimaldistanz r + 1 und Rate
k/n >1—n"tlog,(V(g,n,r)) existiert. Aus Hilfssatz 1.5.12 folgt, dass die
Raten von C), gegen 1 — H,(d) konvergieren. Es gilt én < r+1 < dn + 1.
Daraus folgt § < (r+1)/n < § + 1/n. Also konvergiert (r + 1)/n gegen 4§,
wenn n gegen oo geht. O

Mit Hilfe dieses Satzes definieren wir jetzt ,gute® und ,,schlechte“ Fami-
lien von Codes.

Definition 1.5.14 Sei W eine Familie von Linearcodes iiber F,. Wir nen-
nen W schlecht, wenn fiir jede unendliche Folge von Codes in W, entweder
die Rate oder die relative Minimaldistanz gegen 0 konvergiert. Wir nennen
W gut, wenn es eine unendliche Folge von Codes in W gibt, die gegen die
asymptotische Gilbert-Varshamov-Schranke konvergieren, das heif}t, es gibt
ein 6 < (¢ —1)/q, sodass die relativen Minimaldistanzen gegen ¢ und die
Raten gegen 1 — H,(d) konvergieren.

Man beachte, dass es Familien von Codes gibt, die weder gut noch
schlecht sind. Unter guten Familien von Codes verstehen wir also solche,
in denen es lange Codes mit verniinftigen Raten bei nicht zu grofier relati-
ver Minimaldistanz gibt.

Satz 1.5.13 garantiert uns zwar, dass gute Familien von Codes existie-

ren, leider ist der Beweis nicht konstruktiv. Er zeigt uns nicht, wie wir gute
Familien von Codes konstruieren kénnen. Die erste Frage, die sich stellt ist,
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ob die Codes die am bekanntesten sind und die in den Anwendungen am
héufigsten verwendet werden, gut oder schlecht oder keines von beiden sind?
Dieser Frage soll im néchsten Kapitel kurz nachgegangen werden.

1.6 BCH-Codes

Die folgende wichtige Klasse von Codes wurde von R. C. Bose und D. K.
Ray-Chaudhuri und unabhingig zur selben Zeit von A. Hocquenghem ent-
deckt (siehe [2] und [9]). Sie sind bekannt unter dem Namen BCH-Codes.

Definition 1.6.1 Sei n|¢™ — 1 und 8 € Fy» eine primitive n-te Einheits-
wurzel. Sei weiters [ € Z und § > 2. Wir definieren den Code C(n,[,d) iiber
Fym durch die Generatormatrix

1 ﬁl ,32l .. l@(nfl)l
1 gl gD .. g1+

g |07 o (1)
i 13l+.6—2 ,BQ(H:J_Q) .. Ig(n—l).(l+6—2)

Der Code C := C(n,1,8) NF? wird ein BCH-Code mit konstruierter Mini-
maldistanz 6 genannt. Mit anderen Worten,

O:{CEFglI{'CT:O},
wobei H die Generatormatrix von C(n,l, d) ist.

Normalerweise definiert man BCH-Codes als spezielle zyklische Codes
(siche zum Beispiel [23]). Thre Bedeutung liegt vor allem, in der fiir diese
Codes einfachen und effizienten Fehlerkorrektur (siehe dazu [17]).

Fiir die Dimension k eines BCH-Codes C gilt offensichtlich:
kE>n—m(d—1).

Wir nennen n—m(é—1) die konstruierte Dimension des BCH-Codes C. Der
folgende Satz behauptet, dass eine untere Schranke fiir die Minimaldistanz
durch ¢ gegeben ist.

Satz 1.6.2 Sei C ein BCH-Code mit konstruierter Minimaldistanz §. Dann
gilt: d > 6.

Beweis. Der Beweis soll hier nicht gefithrt werden, da er aus einem allge-
meineren Satz (siehe Folgerung 3.3.6) im Kapitel 4 folgt. Einen elementaren

22



Beweis findet man z.B. in [23]. O
Es gilt der folgende Satz:

Satz 1.6.3 Sei C}, eine Folge von BCH-Codes tiber Fy der Linge n = 2% —1
mit konstruierter Minimaldistanz 6 = 2t + 1 > € - n, wobei € > 0 ist. Dann
folgt, dass die konstruierte Rate (=konstruierte Dimension/n) bei geniigend
groflem n unter 0 fallt.

Beweis. Die konstruierte relative Minimaldistanz ist (2¢ 4+ 1)/n. Wenn diese
> ¢ sein soll, muf} ¢t > (en — 1)/2 gelten. Da k = logy(n + 1) ist, folgt, dass
die konstruierte Dimension n—2kt < n—(en—1) logy(n+1) sein mufl. Wenn
n geniigend grof ist, gilt logy(n + 1) > 2/ und damit

n—(en—1)logs(n+1) = n—enlogy(n+ 1)+ logy(n+ 1)
< n—2n+logy(n+1)
= logy(n+1) —n <0.

Damit fillt auch die konstruierte Rate unter 0. Es gilt also: Wenn die kon-
struierte Rate iiber 0 bleibt, kann die relative Minimaldistanz nicht grofier
als € sein fiir grofes n. O

Dieser Satz besagt zwar nur, dass diese spezielle Klasse von BCH-Codes
entweder schlecht ist oder die Abschitzungen fiir Rang und Minimaldistanz
schlecht sind. Man kann aber zeigen, dass die BCH-Codes insgesamt eine
schlechte Familie von Codes bilden.

Satz 1.6.4 Die BCH-Codes bilden eine schlechte Familie von Codes.
Beweis. Einen Beweis findet man in [11] und soll hier entfallen. O

Die Frage, nach guten Familien von Codes bleibt zunéchst noch offen.
Der russische Mathematiker V. D. Goppa entdeckte 1970 eine Klasse von Co-
des (siehe [6]), welche die BCH-Codes als Spezialfall beinhalten. Von dieser
Klasse konnte er zeigen, dass es sich um eine gute Klasse von Codes handelt.
Allerdings konnte er keine explizite Konstruktion angeben. Im Jahr 1980 hat
Goppa seine Definition nochmals erweitert (siehe [7]), indem er Kurven iiber
endlichen Korpern betrachtete. In dieser Klasse von ,,geometrischen“ Codes,
gibt es explizite Codes, die die Gilbert-Varshamov-Schranke sogar iibertref-
fen.

Diese Codes werden im folgenden betrachtet. Das néichste Kapitel wird
die dafiir notwendige Sprache bereitstellen.
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Kapitel 2

Algebraische
Funktionenkorper

In diesem Kapitel sollen die grundlegenden Definitionen und Resultate der
Theorie der algebraischen Funktionenkorper entwickelt werden. Wir setzen
stets voraus:

Es sei K ein beliebiger Korper.

Ein algebraischer Funktionenkdrper iiber K ist eine endliche und somit
algebraische Erweiterung des rationalen Funktionenkdrpers K(z). Solche
Typen von Korpererweiterungen treten in vielen verschiedenen Bereichen
der Mathematik auf, wie zum Beispiel in der algebraischen Geometrie, in der
Zahlentheorie und in der Theorie der kompakten Riemann’schen Flichen.

Wir wollen hier einen rein algebraischen Zugang zur Theorie der algebrai-
schen Funktionenkorper geben. Diese Formulierung stammt urspriinglich
hauptsichlich von Chevalley (1951, siehe [3]), wurde aufgenommen und wei-
terentwickelt von Roquette (1958) und seinen Schiilern Deuring und Stich-
tenoth (siehe [4] und [19]). Der Vorteil dieses Zuganges ist, dass er sehr
elementar ist, und dass man die wichtigen Satze relativ schnell fiir beliebi-
gen Korper K zeigen kann.

2.1 Funktionenkoérper und Stellen

Definition 2.1.1 Ein Erweiterungkérper F' O K (wir schreiben auch F/K
dafiir) heif8t ein algebraischer Funktionenkérper in einer Variable iber K
(oder kurz Funktionenkdrper), falls es eine Element x € F gibt, welches
transzendent iiber K ist, sodass F' eine endliche und somit algebraische Er-
weiterung von K (z) ist.

24



Im Spezialfall, dass F' = K(z) ist, fiir ein z € F, welches transzendent
iiber K ist, nennen wir F'/K den rationalen Funktionenkdrper.

Die Menge K := {z € F |z ist algebraisch iiber K} ist ein Unterkorper
von F, da Summen, Produkte und Inverse algebraischer Elemente algebra-
isch sind. K wird Konstantentkdrper von F/K genannt. Es gilt K C K C F
und klarerweise ist F//K ein Funktionenkérper iiber K. Wir nennen K alge-
braisch abgeschlossen in F (oder sagen K ist der volle Konstantenkdrper von
F), falls K = K ist. Auerdem nennen wir x = [K : K| den Konstantengrad
von F/K.

Der erste Satz zeigt uns, dass das Element z in der Definition des Funk-
tionenkdrpers keine besondere Rolle spielt. Wir kénnen die transzendenten
Elemente von F' iiber K ndmlich folgendermafien charakterisieren:

Satz 2.1.2 Sei F/K ein Funktionenkdrper mit Konstantenkérper K. Dann
gilt: B
[F:K(y)] <oo <= yeF\K.

Beweis.

<: Da [F : K(z)] < oo ist, sind die Potenzen von y nicht linear unabhéngig
iiber K (x). Also ist y Nullstelle eines Polynomes f(7') € K(z)[T]. Wenn wir
mit dem gemeinsamen Nenner multiplizieren, konnen wir annehmen, dass
die Koeflizienten von f Polynome in x sind. Wir kénnen f also auffassen als
f(S,T) € K[S,T], sodass f(z,y) = 0 gilt. Angenommen S kommt in f(S,7T)
nicht vor, dann wire y algebraisch iiber K und wiirde daher in K liegen.
Widerspruch! Daher ist z algebraisch iiber K(y) und daher gilt [K(z,y) :
K(y)] < deggy) f(S,y) < oo. Andererseits ist [F : K(z,y)] < [F : K(z)].
Insgesamt erhalten wir [F': K(y)] = [F : K(z,y)] - [K(z,y) : K(y)] < oo.
=>: Nehmen wir indirekt an, dass [F : K(y)] < co mit y € K gilt. Klarer-
weise ist [K(y) : K] < co. Damit erhalten wir [F': K| = [F : K(y)] - [K(y) :
K] < o0. Also ist F' eine endliche und damit algebraische Erweiterung von
K. Widerspruch zu F/K ein Funktionenkorper! O

Als néchstes wollen wir Bewertungsringe und Stellen definieren.
Definition 2.1.3 Ein Bewertungsring eines Funktionenkérpers F'//K ist ein
Unterring O C F mit den folgenden Eigenschaften:

(1) KCOCF,und
(2) fiir jedes z € F gilt: z € O oder 27! € O.

Der folgende Satz liefert erste wichtige Einblicke in die Struktur von Be-
wertungsringen.
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Satz 2.1.4 Sei O ein Bewertungsring eines Funktionenkorpers F /K. Dann
gilt:

(a) O ist ein lokaler Ring, das heifst O besitzt ein eindeutiges mazimales
Ideal P = O\O*, wobei O* = {z € O|3w € O mit zw = 1} die Gruppe der
Einheiten von O bezeichnet.

(b) Fir0 £z €F gl € P < z-1¢0.

(c) Fiir den Konstantenkirper K von F/K gilt K C O und K N P = {0}.

Beweis. (a) Wir brauchen nur zu zeigen, dass P := O\O* ein Ideal ist. Dar-
aus folgt ndmlich sofort, dass es das eindeutige maximale Ideal sein muss,
da ein echtes Ideal von O keine Einheit enthalten kann.

(1) Sei also z € P, z € O. Dann ist zz ¢ O* (sonst wire z eine Einheit),
also gilt zz € P.

(2) Seien z,y € P. O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass z/y € O gilt. Dann
ist 1+ z/y € O und damit z+y = y(1+z/y) € P wegen (1). Also ist P ein
Ideal von O.

(b) Offensichtlich.

(c) Sei z € K. Angenommen z ¢ O. Dann ist z ! € O, da O ein Bewertungs-

ring ist. Da 2z~ ! algebraisch iiber K ist, existieren Elemente a1,...,a, € K
mit a,(z71)" +---+a1z7 +1 =0, also gilt 27 (a,(z71)" "L +---+ay) = —1.
Daraus folgt 2 = —(a,(z7)"' +--- +a1) € K[z7!] C O, und damit

z € 0. Dass_I_( NP = {0} gilt, folgt aus dem eben bewiesenen, denn es
git0£2€ KNP = 271 ¢ O = 27! ¢ K. Dies widerspricht der Tatsache,
dass K ein Korper ist. O

Zur Untersuchung der Eigenschaften des eindeutigen maximalen Ideals
P benoétigen wir den folgenden Hilfssatz:

Hilfssatz 2.1.5 Sei O ein Bewertungsring eines Funktionenkdrpers F/K,
P das maximale Ideal und 0 # x € P. Seien x1,...,z, € P, sodass t1 = x
und z; € T P firi=1,...,n—1. Dann gilt: n < [F : K(z)] < cc.

Beweis. Aus den Sitzen 2.1.2 und 2.1.4 folgt, dass [F : K(z)] < oo ist.
Es geniigt also zu zeigen, dass z1,...,z, linear unabhingig iiber K (z) sind.
Zunichst gilt, aufgrund der Definition, dass alle z; # 0 sind. Angenommen
es gibt eine nicht triviale Linearkombination ) " | ¢;z; = 0 mit ¢; € K(z).
Wir konnen annehmen, dass alle ¢; Polynome in x sind, und dass z nicht
alle von ihnen teilt. Wir setzen a; := ¢;(0) und definieren j € {1,...,n}
durch die Bedingung a; # 0, aber a; = 0 fiir alle ¢ > j. Wir erhalten

—pjmj = Y pii (2.1)
(E]
mit ¢; € O firi =1,...,n (daz =21 € P), z; € z;P fur ¢ < j und
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@; = xg; fiir ¢ > j, wobei g; Polynome in z sind. Wenn wir (2.1) durch z;
dividieren, erhalten wir

z; x
—pj :Z%'—Z-i-z— " giTi-
1< J 1> J
Alle Summanden auf der rechten Seite gehéren zu P, daher folgt ¢; € P.
Andererseits gilt ¢; = a; + zg; mit g; € K[z] C O und z € P, sodass
a; = ¢; —xg; € PN K gilt. Da a; # 0 gilt, ist das ein Widerspruch zu Satz
2.14 (c). O

Satz 2.1.6 Sei O ein Bewertungsring eines Funktionenkérpers F /K und
P das eindeutige mazimale Ideal. Dann gilt:

(a) P ist ein Hauptideal.

(b) Falls P =tO, dann hat jedes 0 # z € F eine eindeutige Darstellung der
Form z = t"u, fir einn € Z, u € O*.

(c) O ist ein Hauptidealring. Genauer, wenn P = tO und {0} # 1 C O ein
Ideal ist, dann ist I = t"O fiir ein n € N.

Beweis. (a) Nehmen wir indirekt an, dass P kein Hauptideal wéire und
wihlen wir ein Element 0 # z; € P. Da P # z:0 ist, gibt es ein x5 €
P\z10. Da zoz7"' ¢ O ist, folgt aus Satz 2.1.4 (b) z; 'z; € P, und daher
gilt 1 € x9P. Durch Induktion erhilt man eine Folge z1,z9,23,... aus P,
sodass z; € x;41 P fiir jedes ¢ > 1 gilt, was ein Widerspruch zu Hilfssatz
2.1.5 ist.

(b) Die Eindeutigkeit der Darstellung z = t"u mit v € O* und n € Z ist
trivial, sodass wir nur die Existenz einer solchen zeigen miissen. Da 2z oder
27! in O liegt, kénnen wir annehmen, dass z € O gilt. Falls z € 0%, dann ist
z = t%2. Es bleibt also der Fall z € P. In diesem Fall gibt es ein maximales
m > 1 mit z € t™0O, da die Linge der Sequenz

Ty =280 =t" Lag=t" 2 ..z, =t

wegen Hilfssatz 2.1.5 beschrankt sein mufl. Wir erhalten also z = t™u mit
u € O. Angenommen u wire keine Einheit von O, dann wiirde u € P = tO
gelten, also 4 = tw mit w € O und daher z = t™Tlw € t™T1 O, was ein
Widerspruch zur Maximalitidt von m ist. Daher ist u € O*.

(c) Sei {0} # I C O ein Ideal. Die Menge A := {r € N|t" € I} ist nicht
leer, da fiir 0 # z € I gilt: = t"u mit v € O* und daher t" = zu~! € I.
Wir setzen n := min(A) und behaupten, dass I = ¢"O gilt. Die Inklusion
I D t"O ist trivial, da t" € I ist. Umgekehrt sei y € I und sei y # 0. Dann
ist y = t*w mit w € O* und s > 0, woraus t° € I und damit s > n folgt.
Daher gilt y = t" - 5 "w € t"O. O

Einen Ring mit den Eigenschaften des letzten Satzes nennt man auch
einen diskreten Bewertungsring.
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Definition 2.1.7

(a) Eine Stelle P eines Funktionenkorpers F'/K ist das maximale Ideal ei-
nes Bewertungsringes O von F/K. Jedes Element ¢ € P, sodass P = tO
gilt, wird ein Primelement von P (oder lokaler Parameter oder Unifor-

misierungsvariable) genannt.
(b) Pr := {P| P ist eine Stelle von F/K}.

Wenn O ein Bewertungsring von F//K und P sein maximales Ideal ist,
dann wird O durch P eindeutig bestimmt, es gilt ndmlich nach Satz 2.1.4
(b), dass O = {z € F\{0}|z~! ¢ P}U{0} ist. Deshalb nennen wir Op := O
den Bewertungsring der Stelle P.

Sei jetzt P eine Stelle von F/K und Op sein Bewertungsring. Da P
ein maximales Ideal ist, ist der Restklassenring Op/P ein Korper. Fiir
z € Op definieren wir z(P) € Op/P als die Restklasse von z modulo P, fiir
z € F\Op setzen wir z(P) := oo. Aus Satz 2.1.4 wissen wir, dass K C Op
und KNP = {0}, deshalb induziert die Restklassenabbildung Op — Op/P
eine kanonische Einbettung von K in Op/P. Uber diese Einbettung wollen
wir im folgenden K stets als einen Unterkorper von Op/P auffassen. Man
beachte, dass diese Beobachtung auch auf K anstatt K angewandt werden
kann. Wir fassen also auch K als Unterkérper von Op/P auf.

Definition 2.1.8 Sei P € Pg.
(a) Fp := Op/P ist der Restklassenkorper von P. Die Abbildung

F — FPU{OO}
xr — z(P)

nennt man die Restklassenabbildung in Bezug auf P. Manchmal verwen-
den wir die Notation z + P := z(P) fiir z € Op.
(b) deg P := [Fp : K] nennen wir den Grad von P.

Der Grad einer Stelle ist stets endlich. Genauer gilt der folgende Satz:

Satz 2.1.9 Sei P eine Stelle von F/K und 0 # x € P, dann gilt:

deg P < [F: K(z)] < o0

Beweis. Zunichst bemerken wir, dass aus Satz 2.1.2 folgt, dass [F : K(z)] <
oo ist. Seien zi,...,2, € Op, sodal die Restklassen z1(P),...,z,(P) € Fp
linear unabhéngig tiber K sind. Es geniigt zu zeigen, dass die Elemente linear
unabhiingig iiber K (z) sein miissen. Angenommen es gibt eine nicht triviale
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Linearkombination

Z 0izi =0 (2.2)
i=1

mit ¢; € K(z). O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass die ¢; Polynome in z
sind und dass nicht alle davon von z geteilt werden, das heifit ¢; = a; + xg;
mit a; € K, ¢g; € K[z], nicht alle a; = 0. Wegen z € P und g; € Op gilt
©i(P) = a;(P) = a;. Wenn wir die Restklassenabbildung auf (2.2) anwenden
erhalten wir

0=0(P) =) ¢i(P)zi(P) =) aizi(P).
=1 i=1

Das ist ein Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von z1(P),..., z,(P)
iiber K. O

Definition 2.1.10 Eine Stelle P eines Funktionenkérpers F'/K heifit ra-
tional, wenn deg P = 1 ist, das heiit wenn Fp = K ist.

Aus dieser Definition erhalten wir die nachstehende Folgerung. Sie ist
ein einfaches Kriterium fiir den Grundkérper K eines Funktionenkorpers,
um zu entscheiden, ob er der volle Konstantenkorper K ist.

Folgerung 2.1.11 Wenn der Funktionenkdrper F/K eine rationale Stel-
le besitzt, dann ist K = K und daher ist der Konstantengrad k = 1.

Beweis. Sei P € Pp die rationale Stelle. Aus Satz 2.1.4 (c) folgt dann,
K C Op\P. Daher folgt K C Op/P = K, und damit K = K. O

Als néchstes wollen wir die Existenz von Stellen in einem Funktionenkor-
per beweisen. Wir werden sogar sehen, dass ein Funktionenkorper sehr viele
Stellen besitzt.

Satz 2.1.12 Sei F/K ein Funktionenkdrper und R ein Unterring von F
mit K C R C F. Angenommen {0} # I C R ist ein echtes Ideal von R.
Dann gibt es eine Stelle P € Pg, sodass I C P und R C Op ist.

Beweis. Wir betrachten die Menge
F :={8| S ist ein Untering von F mit R C S und IS # S},

wobei IS das Idealprodukt (die Menge aller endlichen Summen von Produk-
ten as mit a € I und s € S) bezeichnet. F ist nicht leer, da R € F ist, und
F ist mit der Inklusion induktiv geordnet. Sei ndmlich # C F eine total
geordnete Teilmenge von F, dann ist T := |J{S | S € H} ein Unterring von
F mit R CT. Wir miissen zeigen, dass IT # T ist. Angenommen das wire
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falsch, dann ist 1 = 22:1 aysy, mit a, € I, s, € T. Da H total geordnet ist,
gibt es ein Sy € H, sodass s1,..., s, € Sy ist. Alsogilt 1 =7, ays, € IS,
womit ein Widerspruch erzielt wurde.

Mit Hilfe des Zornschen Lemmas folgt, dass F ein maximales Element be-
sitzt, also gibt es einen Ring O C F, sodass R C O C F, IO # O und
O ist maximal mit diesen Eigenschaften. Wir wollen zeigen, dass O einen
Bewertungsring von F'/K bildet.

Aus I # {0} und IO # O folgt O C F und I C O\O*. Aulerdem ist
O 2 K, denn angenommen O sei gleich K, dann wire K = R und da-
mit wiirde kein echtes Ideal I existieren. Widerspruch! Angenommen es gibt
ein Element z € F mit z ¢ O und 27! ¢ O. Dann gilt — wegen der Ma-
ximalitit von O — IO0[z] = O[z] und I0[z '] = Oz !] und wir kénnen
A0y« 50y, b0, .., by € IO finden mit

1 = ap+aiz+---+apz" und (2.3)
1 = by+biz - Fbpz ™. (2.4)

Klarerweise ist n > 1 und m > 1. Wir kénnen annehmen, dass m,n in (2.3)
und (2.4) minimal gewihlt sind und m < n gilt. Wenn wir (2.3) mit 1 — b
und (2.4) mit a,2" multiplizieren, erhalten wir

1—by = (1—bg)ag+ (1 —bg)arz+---+ (1 —bp)ayz™ und
0 = (bp—1)axz" + blanzn_1 + o+ bpanz” ™.

Wenn wir diese Gleichungen addieren, erhalten wir 1 = ¢y + c12 + --- +
¢n—12""1 mit Koeffizienten ¢; € IO. Das ist ein Widerspruch zur Minima-
litét von 7 in (2.3). Wir haben also gezeigt, dass z € O oder z~! € O fiir
jedes z € F gilt, also dass O ein Bewertungsring von F//K ist. O

Folgerung 2.1.13 Sei F//K ein Funktionenkirper, z € F transzendent tber
K. Dann gilt:

(a) z € Op fiir eine Stelle P.

(b) Es gibt unendlich viele Stellen in F.

Insbesondere gilt also Pr # ().

Beweis. (a) Wende Satz 2.1.12 auf R = K[z] und I = zK|z] an.

(b) Wir zeigen zunichst: Seien R und I wie in Satz 2.1.12. Ist I ein Prim-
ideal, dann kann ein P mit P N R = I gefunden werden.

Wir erweitern R und definieren B als den Ring {a/b|a € R,b € R\I}.
Dann ist IB = {a/bla € I,b € R\I} ein Ideal von B. Da genau die Ele-
mente, die nicht in IB liegen, ein inverses Element besitzen, ist IB das
eindeutige maximale Ideal von B. Nach Konstruktion folgt / C IBN R und
(R\I)NIB = (. Also IBN R = I. Wenn wir Satz 2.1.12 auf B anwenden,
finden wir eine Stelle P mit /B C P. P N B ist ein echtes Ideal von B, da
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es die 1 nicht enthilt, also gilt P N B C IB. Daraus folgt PN B = IB und
damit PNR=IBNR=1.

Die Behauptung ergibt sich jetzt folgendermafien: In K[z] gibt es unendlich
viele verschiedene nicht assoziierte Primelemente p und jedes dieser Polyno-

me erzeugt ein anderes Primideal (p). Zu jedem dieser Ideale gibt es eine
andere Stelle P, sodass PN K[z] = (p) ist. O

Folgerung 2.1.14 Der Konstantenkirper K von F/K st eine endliche
Erweiterung von K.

Beweis. Wir wihlen eine Stelle P € Pr. Da K in Fp eingebettet ist, folgt
dass [K : K| < [Fp: K] = deg P < o0 ist. O

Wenn P eine rationale Stelle des Funktionenkorper F'/K ist, dann gilt
Fp = K, und die Restklassenabbildung bildet F' auf K U {oco} ab. Wenn wir
voraussetzen K sei algebraisch abgeschlossen, dann ist jede Stelle rational.
Deshalb kénnen wir in diesem Fall ein Element z € F' als Funktion

z:{IP’F — K U {oo},

P — (P (2:5)

auffassen. Aus diesem Grund heifit F//K ein Funktionenkdrper. Interpretiert
man die Elemente von K als Funktionen, so sind sie konstante Funktionen.
Aus diesem Grund nennt man K den Konstantenkdrper von F.

2.2 Bewertungen

Wir wollen noch eine andere niitzliche Beschreibung von Stellen geben. Da-
zu definieren wir:

Definition 2.2.1 Eine diskrete Bewertung von F/K ist eine Funktion v :
F — Z U {oo} mit den folgenden Eigenschaften:

(1) v(z) = 00 & z=0.

(2) v(zy) = v(z) + v(y) fir alle z,y € F.

(3) v(z +y) > min{v(z),v(y)} fir alle z,y € F.

(4) Es gibt ein Element z € F' mit v(z) = 1.

(5) v(a) = 0 fiir alle a € K\{0}.

2

Das Symbol oo bezeichnet hier ein Element ¢ Z, sodass co+00 = co+n =
n+ oo = oo und oo > m fiir alle m,n € Z. Aus (2) und (4) folgt sofort, dass
v:F — ZU{oo} surjektiv ist. Eigenschaft (3) wird Dreiecksungleichung
genannt. Eine stirkere Version dieser Ungleichung liefert der folgende Hilfs-
satz:
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Hilfssatz 2.2.2 (Strikte Dreiecksungleichung) Sei v eine diskrete Be-
wertung von F/K und z,y € F mit v(z) # v(y). Dann gilt: v(z + y) =

min{v(z),v(y)}.

Beweis. Aus (2) und (5) folgt, dass v(ay) = v(y) fir 0 # a € K. Speziell
erhalten wir v(—y) = v(y). Nach Voraussetzung ist v(x) # v(y), also kénnen
wir 0.B.d.A. v(z) < v(y) annehmen. Falls v(z + y) # min{v(z),v(y)} ist,
dann folgt v(z +y) > v(z) aus (3) und wir erhalten v(z) = v((z+y) —y) >

min{v(z + y),v(y)} > v(z), Widerspruch! O

Definition 2.2.3 Wir ordnen jeder Stelle P € P eine Funktion vp : F —»
Z U {oo} auf folgende Art und Weise zu: Sei t ein Primelement fiir P. Dann
hat jedes 0 # z € F eine eindeutige Darstellung z = ¢"u mit u € O}, und
n € Z. Wir definieren vp(z) :=n und vp(0) := oo.

Diese Funktion vp wird sich als diskrete Bewertung von F/K heraus-
stellen. Man beachte, dass diese Definition nur von P, nicht aber von der
Wahl von ¢ abhéngt. Sei nidmlich ¢’ ein anderes Primelement fiir P, dann
gilt P = tO = t'O, sodass t = t'w ist fiir ein w € O}f. Daraus folgt
t"u = ("w")u = " (w"u) mit w"u € OFp.

Der folgende Satz liefert die Beziehung zwischen P, Op und vp:

Satz 2.2.4 Sei F/K ein Funktionenkdorper.
(a) Fir jede Stelle P € Pr ist die Funktion vp eine diskrete Bewertung von
F/K. Es gilt:

Op = {z€F|vp(z) >0},
Op = {z€F|vp(z) =0},
P = {z€F|vp(z) >0}

Ein Element ¢ € F ist ein Primelement von P, dann und nur dann, wenn
vp(z) = 1.

(b) Umgekehrt gilt: Sei v eine diskrete Bewertung von F/K. Dann ist die
Menge P := {z € F|v(z) > 0} eine Stelle von F/K, und Op = {z €
F|v(z) > 0} ist der dazugehdrige Bewertungsring.

(c) Jeder Bewertungsring O von F/K bildet einen mazimalen echten Unter-
ring von F.

Beweis. (a) Offensichtlich hat vp die Eigenschaften (1), (2), (4) und (5)
in Definition 2.2.1. Um die Dreiecksungleichung (3) zu zeigen, nehmen wir
Elemente z,y € F' mit vp(z) = n, vp(y) = m. Wir kénnen annehmen, dass
n < m < oo ist. Wir haben z = t"u; und y = t"uo mit uy,us € Op. Dann
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gilt z +y = t"(u1 +t™ "ug) = t"z mit z € Op. Wenn z = 0 ist, dann gilt
vp(z +y) = oo > min{n,m}, sonst ist z = t*u mit £ > 0 und u € O%.
Daher ist

vp(z +y) = vp(t"*u) = n + k > n = min{vp(z),vp(y)}.

Wir haben also gezeigt, dass vp eine diskrete Bewertung von F/K ist. Die
restlichen Aussagen von (a) sind trivial, genauso wie (b).

(c) Sei O ein Bewertungsring von F/K, P sein maximales Ideal, vp die dis-
krete Bewertung zu P und z € F\O. Wir miissen zeigen, dass F' = O|z]
ist. Sei dazu y € F beliebig. Dann ist vp(yz—*) > 0 fiir hinreichend groBes
k > 0 (beachte vp(z~!) > 0, da z ¢ O). Daraus folgt w := yz=% € O und
damit y = wz* € O[z]. O

Dieser Satz besagt also, dass Stellen, Bewertungsringe und diskrete Be-
wertungen eines Funktionenkorpers im wesentlichen dasselbe Objekt be-
schreiben.

Die folgende Definition ist naheliegend, da wir uns, falls K algebraisch
abgeschlossen ist, die Elemente eines Funktionenkorpers als Funktionen den-
ken konnen.

Definition 2.2.5 Sei z € F und P € Prp. Wir sagen: P sei eine Null-
stelle von z, wenn vp(z) > 0 ist, und P sei ein Pol von z, wenn vp(z) < 0
ist. Falls vp(z) = m > 0 ist, nennen wir P eine Nullstelle der Ordnung m,
falls vp(z) = —m < 0 ist, sagen wir P ist ein Pol der Ordnung m.

Die nichste Folgerung kann man folgendermafen interpretieren: jedes
z € F, welches nicht konstant ist, erzeugt eine nicht-konstante Funktion im
Sinne von (2.5).

Folgerung 2.2.6 Sei F/K ein Funktionenkérper, z € F nicht konstant.
Dann hat z mindestens eine Nullstelle und einen Pol.

Beweis. Betrachten wir den Ring R = K[z] und das Ideal I = zK|z]. Satz
2.1.12 garantiert uns, dass eine Stelle P € Pr mit z € P existiert, also ist
P eine Nullstelle von z. Dasselbe Argument zeigt, dass 2! eine Nullstelle
Q € Pr besitzt. Dieses @ ist ein Pol von z. O

Ein wichtiges Resultat ist die folgende Verallgemeinerung des Chinesi-
schen Restsatzes. Dieser Satz stammt von Artin und Whaples (1967, siehe

[1]) und ist unter anderem als schwacher Approximationssatz bekannt.

Satz 2.2.7 (Schwacher Approximationssatz) Sei F/K ein Funktio-
nenkorper, Pi,...,P, € Pr paarweise verschiedene Stellen von F/K, i,
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ceisZn € Fundry,...,rn € Z. Dann gibt es ein © € F mait

vp(z —z) =r; fir i=1,...,n.

Beweis. Der Beweis ist in mehrere Schritte eingeteilt. Der Einfachheit halber
schreiben wir v; anstatt vp,.

1. Schritt: Es gibt ein u € F' mit vy (u) > 0 und v;(u) <0 firi = 2,...,n.
Der Beweis dieser Behauptung erfolgt durch Induktion nach n. Fir n = 2
beachten wir, dass Op, ¢ Op, gilt und umgekehrt, da Bewertungsringe
nach Satz 2.2.4 (c) maximale Unterringe von F' sind. Deshalb gibt es ein
y1 € Op \Op, und ein yo € Op,\Op,. Es gilt v1(y1) > 0, va(y1) < 0,
v1(y2) < 0 und v5(y2) > 0. Das Element u := y; /y2 hat also die gewiinschte
Eigenschaft: vi(u) > 0, v2(u) < 0.

Fiir n > 2 haben wir nach Induktionsannahme ein Element y mit v4(y) >
0,2(y) < 0,...,vp—1(y) < 0. Wir miissen zeigen, dass v,(y) < 0 ist.
Im Fall v,(y) > 0 wéhlen wir ein z mit v1(z) > 0, v,(2) < 0 und set-
zen u := y + 2". Dabei ist » > 1 so gewdhlt, dass r - v;(z) # v;(y) fir
i =1,...,n— 1 ist. Es folgt, dass vi(u) > min{vi(y),r - vi(z)} > 0 und
vi(u) = min{y;(y),r - vi(2)} <0 fiir i = 2,...,n ist.

2. Schritt: Es gibt ein w € F, sodass v1(w — 1) > 71 und v(w) > r; fir
1=2,...,n ist.

Wihle u aus dem 1. Schritt und setze w := (1 4+ u*)~!. Wir erhalten fiir
geniigend groBes s € N, vy (w —1) = v (—u®(1 +u*) 1) = s-v1(u) > ry und
vi(w) = —vi(1+u®) = —s-yi(u) >r furi =2,...,n.

3. Schritt: Bei gegebenen yi,...,y, € F gibt es ein Element z € F mit

vi(z—y;) >rifiri=1,...,n.
Wir wéhlen ein s € Z, sodass v;(y;) > s fur alle 4,5 € {1,...,n} ist. Mit
Hilfe von Schritt 2 erhalten wir wq,...,w, mit

vi(w,—1) >r;—s und vj(w;) >r;—s fir j#i.

Dann hat z := Z?Zl y;w; die gewiinschten Eigenschaften.

Jetzt konnen wir den Beweis vervollstindigen. Aus Schritt 3 erhalten wir
ein z € F mit v;(z —x;) > 7, 1 = 1,...,n. Als nichstes wihlen wir z; mit
vi(z;) = r;, was trivialerweise moglich ist. Wieder finden wir aufgrund von
Schritt 3 ein 2’ mit v;(2" — z;) > r; fiir i = 1,...,n. Es folgt

vi(2") = vi((2' — z) + z) = min{v; (2" — 2;),vi(2:)} = 5.
Sei £ := z + z'. Dann ist

vilz — ;) = vi((z — m;) + 2') = min{y;(z — ;),vi(2)} = 4,
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womit die Behauptung gezeigt ist. g

Im Wesentlichen ist die Aussage des Approximationssatzes die Folgen-
de: Wenn v1, ..., v, paarweise verschiedene diskrete Bewertungen von F/K
sind, z € F und wenn wir die Werte v1 (%), ..., v,—1(2) kennen, dann kénnen
wir nichts iitber den Wert v, (z) aussagen. Aus diesem Grund heifit Satz 2.2.7
auch manchmal Satz von der Unabhdngigkeit der Bewertungen.

Wir erhalten mit Hilfe des schwachen Approximationssatzes 2.2.7 einen
anderen Beweis von Folgerung 2.1.13 (b).

Folgerung 2.2.8 Jeder Funktionenkdrper hat unendlich viele Stellen.

Beweis. Angenommen es gibe nur endlich viele Stellen Pi,..., P,. Auf-
grund des schwachen Approximationssatzes 2.2.7 kénnten wir ein Element
0#z € F mit vp,(z) >0 fir i =1,...,n finden. Dann muf} z transzendent
iiber K sein, da x Nullstellen besitzt. Widerspruch zu Folgerung 2.2.6, da z
keine Pole besitzt. O

Wir konnen jetzt zeigen, dass die Anzahl der Nullstellen von x € F be-
schrinkt ist. Spéter werden wir sehen, dass ein nicht konstantes x genauso
viele Nullstellen, wie Polstellen besitzt, wenn man sie nur geeignet zdhlt.
Ein wichtiger Schritt in diese Richtung wird der folgende Satz sein. Aufler-
dem ist er eine Verschirfung der Resultate von Hilfssatz 2.1.5 und Satz 2.1.9.

Satz 2.2.9 (Nullstellensatz) Sei F'/K ein Funktionenkérper und P, ..., P,
Nullstellen von einem Element x € F. Dann gilt:

T

Zuﬂ.(x) .deg P; < [F : K(z)].

Beweis. Wir setzen v; := vp,, fi := deg P; und e; := v;(z). Fir jedes i gibt
es ein Element ¢; mit

vi(t;) =1 und g(t;) =0 fir k#i.

Als néchstes wéhlen wir s;1,...,s;5, € Op,, sodass s;1(F),...,sif;(F;) eine
Basis des Restklassenkdrpers Fp, iiber K bildet. Aufgrund des schwachen
Approximationssatzes 2.2.7 kénnen wir z;; € F finden, sodass fiir alle i, j
gilt:

Vi(sij — Zij) >0 und I/k(zij) >e, fur k 75 1. (2.6)

Wir behaupten, dass die Elemente

t-zij, 1<i<r, 1<j<fi, 0<a<eg
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linear unabhingig iiber K (z) sind. Die Anzahl dieser Elemente ist Y ;_, fie;
=37, vp(x)-deg P;, sodass aus dieser Behauptung die Aussage des Satzes
folgt.

Angenommen es gibt eine nicht triviale Linearkombination

r  fi e—1

DX vijatizg =0 (2.7)

i=1 j=1 a=0

iiber K(z). O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass die ¢;;, € K|[z] sind und
dass nicht alle ¢;j, von z geteilt werden. Dann gibt es Indizes k € {1,...,7}
und c € {0,1,...,ex — 1}, sodass

z|prjo fur jedes a <c undjedes je{l,...,fr}, (2.8)
und z{@yj. fir mindestens ein  j € {1,..., fi}.
Wenn wir (2.7) mit ¢, © multiplizieren, erhalten wir

r  fi e—1

DD biatityzij = 0. (2.9)

i=1 j=1 a=0
Fiir i # k liegen alle Summanden von (2.9) in P da

Vk(@ijatgt;;czij) = Vk(goija) + ayy (tz) —cyg (tk) + Vk(zij)
> 04+0—c+e>0.

Fiir i = k und a < c¢ folgt aus der Implikation « | pijo = Vk(Prja) > ek, dass
vk(Qrjaty ‘zkj) > e +a—c>ep—c>0
ist. Fiir 1 = k und a > c gilt
vk(@rjaty “zrj) > a—c>0.
Wenn wir das mit (2.9) kombinieren, erhalten wir

Ir
> rjczrj € P (2.10)
j=1

Wenn wir beachten, dass ¢g;.(P) € K ist, und dass aufgrund (2.8) nicht

alle @y;.(P;) = 0 sein konnen, erhalten wir aus (2.10) eine nicht triviale
Linearkombination

fr

> kje(Pr) - 2kj(Pi) = 0

j=1
iiber K. Das ist ein Widerspruch, dazu dass z1(P), - - - , 2k f, (Pk) eine Basis
von Fp, /K bildet. O
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Folgerung 2.2.10 In einem Funktionenkirper F/K hat jedes Element 0 #
z € F nur endlich viele Nullstellen und Pole.

Beweis. Wenn x konstant ist, besitzt £ weder Nullstellen noch Pole. Wenn
z transzendent iiber K ist, dann ist die Anzahl der Nullstellen < [F' : K(z)]
aufgrund des Nullstellensatzes 2.2.9. Dasselbe Argument zeigt, dass ™! nur

endlich viele Nullstellen besitzt. O

Eine weitere unmittelbare Folgerung ist, dass verschiedene Elemente ei-
nes Funktionenkorpers verschiedene Funktionen auf den Stellen induzieren.
Es gilt:

Folgerung 2.2.11 Sei F/K ein Funktionenkdrper und z,y € F. Falls
z(P) = y(P) fir alle Stellen P von F/K gilt, dann folgt © = y.

Beweis. Die Bedingung impliziert, dass vp(z — y) > 0 fiir alle Stellen P
ist, also sind alle Stellen Nullstellen von z — y. Wegen Folgerung 2.1.13 (b)
oder Folgerung 2.2.8 gibt es unendlich viele Stellen. Aus Folgerung 2.2.10
folgt nun, dass £ — y = 0 gelten muss. O

2.3 Der rationale Funktionenko6rper

Um ein besseres Verstidndnis fiir Bewertungen und Stellen zu bekommen,
ist es wichtig eine genaue Vorstellung von ihnen zu haben, zumindest im
einfachsten Fall, dem des rationalen Funktionenkorpers. Deshalb wollen wir
jetzt den rationalen Funktionenkorper F' = K (z) betrachten, wobei z tran-
szendent iiber K ist.

Gegeben sei ein irreduzibles Polynom p(z) € K[z]. Wir betrachten die
Menge

Ono = { 28 | 100 o) € KELp) 19} (2

Wie man sofort sieht, ist 0, ;) ein Bewertungsring von K(z)/K. Die dazu-
gehorige Stelle lautet

By = { L2 1@).9(0) € Klal.po) | 1@hpla) H9lo) ). (212

Im Fall, dass p(z) = z — « linear ist, mit a € K, schreiben wir abkiirzend

P,:=P,_, € PK(w)- (2.13)
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Ein weiterer Bewertungsring von K (z)/K ist der folgende

(@
O im {m | #(2).9(2) € Klz),deg (@) < deggm} (2.14)

mit dem maximalen Ideal
Py = {% ‘f(l')ag(.’ﬂ) € K[z],deg f(z) < degg(x)} . (2.15)

Diese Stelle nennt man auch die unendliche Stelle von K(z)/K. Man be-
achte, dass diese Bezeichnungen von der speziellen Wahl des erzeugenden
Elementes z von K (z)/K abhingen und dass die unendliche Stelle beziiglich
1/z die Stelle Py beziiglich z ist.

Thre Eigenschaften sind im folgenden Satz zusammengefasst:

Satz 2.3.1 Sei F' = K(x) der rationale Funktionenkorper.

(a) Sei P = Pyy) € Pr(yy die durch (2.12) definierte Stelle, wobei p(z) €
K|[z] ein irreduzibles Polynom ist. Dann ist p(xz) ein Primelement von P
und die dazugehorige diskrete Bewertung vp kann folgendermafen beschrie-
ben werden: wenn z € K(z)\{0} in der Form z = p(z)" - (f(x)/g(z)) mit
n€Z,f(z),9(z) € K[z],p(z) t f(z) und p(z) 1 g(x) geschrieben wird, dann
ist vp(z) = n.

Der Restklassenkiorper K (x)p = O/ P ist isomorph zu K[z]/(p(x)), ein Iso-
morphismus ist gegeben durch

oo o) — Ko
f(z) modp(z) — ()P

Daraus folgt auflerdem: deg P = degp(x).
(b) Im Fall: p(z) = ¢ — a mit o € K, ist der Grad von P = P, eins und
der Restklassenabbildung ist gegeben durch

z(P) =z(a) fiir ze€ K(z),

wobei z(a) folgendermafen definiert ist: sei z = f(x)/g(x) mit relativ pri-
men Polynomen f(z),g(z) € K[z]. Dann ist

oy = { Jo) s 5(0) £,
00 falls  g(a) = 0.

(c) Sei P = Py die unendliche Stelle von K(z)/K definiert durch (2.15).
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Dann gilt deg Pooc = 1. Ein Primelement fiir Py ist 1/z. Die dazugehorige
diskrete Bewertung ist gegeben durch

voo(f(2)/9(2)) = deg g(z) — deg f(z),

wobei f(x),g(x) € K[z] sind. Die Restklassenabbildung zu Py, wird bestimmit
durch z(Pyo) = z(00) fiir z € K(z), wobei z(oo) wie folgt definiert ist: falls

anz™ + -+ ag ,
z = TS — mit g, by # 0,

dann st

0 falls n <m,
oo falls n>m.

z(00) =

{ an /by falls n=m,

(d) K ist der volle Konstantenkdrper von K(z)/K.

Beweis. (a) Sei P = Pyy,p(x) € K[z] irreduzibel. Das Ideal P, C Oy
wird offensichtlich von p(z) erzeugt, daher ist p(z) ein Primelement fiir P.
Die Beschreibung der zugehérigen diskreten Bewertung ist daher ebenfalls
klar. Um die Aussage iiber den Restklassenkorper zu zeigen, betrachten wir
den Ringhomomorphismus

| K[z] — K(z)p
"”'{ f@) — f(z)(P).

Der Kern von ¢ ist klarerweise das von p(z) erzeugte Ideal. Die Abbildung
ist surjektiv, denn wenn z € Oy, ist — wir konnen z = u(z)/v(z) und
u(z),v(z) € K[z] mit a(z)p(z) + b(z)v(z) = 1 schreiben —, dann gilt

a(z)u(z)
v(x)

und z(P) = (b(z)u(z))(P) liegt im Bild von . Deshalb induziert ¢ den
behaupteten Isomorphismus ¢ von K|[z]/(p(z)) auf K(z)p.

(b) Jetzt sei P = P, mit o € K. Falls f(z) € K[z] ist, dann gilt (z —
a) | (f(z) = f(a)) und daher f(z)(P) = (f(z) = f())(P) + f(a)(P) = f(a).
Ein beliebiges Element z € Op kann als z = f(z)/g(z) mit Polynomen
f(z),g(z) € K[z] und (z—a) 1 g(x) geschrieben werden. Daher ist g(z)(P) =
g(a) # 0 und damit

z=1-2z= p(z) + b(z)u(z),

(c) Die erste Aussage folgt aus der Beobachtung, dass Fp,, = Ox/Po =
{r + Px|r € K} =2 K gilt. Das bedeutet: deg P,, = 1. Wir zeigen als
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néchstes, dass 1/z ein Primelement von Ps, ist. Wir nehmen ein Element
= f(z)/g(z) € Px. Es gilt also deg f(z) < degg(z). Dann gilt

zf(z)
g(z)

= % . , mit deg(zf(zr)) <degg(z).

Daher ist z € (1/2)Ox und somit 1/z ein Py-Primelement. Die Aussage
iiber die zu P,, gehorige diskrete Bewertung folgt jetzt unmittelbar aus der
Definition. Die letzte Aussage rechnet man direkt nach.

(d) Es gibt in K(z)/K rationale Stellen, ndmlich die Stellen P = P, mit
a € K. Daher folgt die Aussage sofort aus Folgerung 2.1.11. O

Satz 2.3.2 Es gibt aufier den Stellen Py, und P, definiert durch (2.12)
und (2.15), keine weiteren Stellen im rationalen Funktionenkorper K (z)/K.

Beweis. Es geniigt folgendes zu zeigen: Gegeben sei P € Pg(;), dann ist
entweder P = P, oder es gibt es ein irreduzibles Polynom p(z) € K[z] mit
Op(z) = Op.

1. Fall: Sei z € Op. Dann gilt K[z] C Op. Sei I := K[z] N P. Dann ist
ein Ideal von K[z] und prim. Die Restklassenabbildung induziert eine Ein-
bettung K[z]/I — K(z)p, daher ist nach Satz 2.1.9 I # {0}. Es folgt, dass
ein eindeutig bestimmtes, irreduzibles, normiertes Polynom p(z) € K|z] exi-
stiert, mit I = K[z] N P = p(z) - K[z]. Jedes g(z) € K[z] mit p(z) 1 g(x) ist
nicht in I, daher ist g(z) ¢ P und damit 1/¢g(z) € Op nach Satz 2.1.4. Wir
schlieflen

(1)
O = {22 | 10),906) € Klalp@) 9(0)} < O

Da Bewertungsringe nach Satz 2.2.4 maximale echte Unterringe von K|[z]
sind, mufl Op = Op(,) gelten.

2. Fall: Angenommen z ¢ Op. Wir kénnen zuniichst K[z 1] C Op,z ! €
PN K[z und PN K[z~!] = 2 ' K[z7!] schlieBen. Wie im 1. Fall erhalten

wir

.T_l
or 2 (I ‘f(:v’l),g(:v’l) eK[wll,xwg(aﬂ)}

ag +a1x -4+ an:n -n
= b 0
b +biz L +---+ by 07 }
= by # 0
bomm—l—n +b 0 75 }

(v) € Kla], degu(z) < degv(w)}

B {aoa:"H'" 4.4 an:c
(’)

oo
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Daraus folgt schliefilich Op = Oy und damit P = P. O

Folgerung 2.3.3 Die rationalen Stellen von K(x)/K stehen in einer um-
gekehrt eindeutigen Beziehung mit K U {co}.

Beweis. Unmittelbare Folgerung aus Satz 2.3.1 und Satz 2.3.2. a

2.4 Divisoren

Der Konstantenkérper K eines algebraischen Funktionenkérpers F/K ist
nach Folgerung 2.1.14 eine endliche Erweiterung von K und wir kénnen F
auch als Funktionenkérper iiber K auffassen. Deshalb ist es uns problemlos
moglich von nun an folgende Voraussetzung zu treffen:

F/K sei ein algebraischer Funktionenkdrper in einer Variablen, sodass K
der volle Konstantenkdrper von F/K ist.

Wir definieren nun Folgendes:

Definition 2.4.1 Die (additiv geschriebene) freie abelsche Gruppe, wel-
che durch die Stellen von F/K erzeugt wird, heifit die Divisorengruppe von
F/K und wird mit Dp bezeichnet. Die Elemente von Dr heiflen Divisoren
von F/K.

Ein Divisor D ist also eine formale Summe

D= Z npP mit np €7Z, fastalle np=20.
PE]PF

Der Trdiger von D ist definiert durch
supp D := {P € Pr |np # 0}.

Die Addition von zwei Divisoren D = Y npP und D' = Y n,P erfolgt
komponentenweise:

D+D'= )" (np+np)P.
PE]PF

Das Nullelement der Divisorengruppe Dp ist der Nulldivisor

0:= Z npP, mitallen np=20.
PePp

Wir konnen die diskreten Bewertungen folgendermafien auf Divisoren
fortsetzen: Fiir Q € Pr und D = ) npP € Dr definieren wir v (D) := ng.
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Es ist dann

suppD = {P € Pr|vp(D) #0} wd D= Y  vp(D)-P.
Pesupp D

Auf D kann man durch
D <Dy:<+— I/P(Dl) < I/P(DQ) fir alle P € Pp

eine partielle Ordnung definieren.

Definition 2.4.2 Ein Divisor der Form D = P mit P € Pp heifit ein
Primdivisor. Ein Divisor D > 0 heifit positiv (oder effektiv).

Der Grad eines Divisors D wird definiert durch

deg D := Z vp(D) - deg P.
PePp

Dadurch ist ein Homomorphismus deg : D — Z definiert.

Nach Folgerung 2.2.10 hat jedes Element 0 # z € F nur endlich viele
Nullstellen und Pole in Pr. Deshalb ist die folgende Definition sinnvoll.

Definition 2.4.3 Sei 0 # z € F und bezeichne Z (bzw. N) die Menge
der Nullstellen (bzw. Pole) von z in Pr. Wir definieren

(2)o := Z vp(z)P, den Nullstellendivisor von
Pez

(7)o := Z (—vp(x))P, den Polstellendivisor von ,
PeN
() == ()0 — (¢)0o, den Hauptdivisor von .

Klarerweise ist (z)g > 0, () > 0 und es gilt

(@)= ) vp(z)P. (2.16)

PePp

Hilfssatz 2.4.4 Fiir 0 £ x € F gilt:

z€ K < (z)=0.

Beweis. Folgt sofort aus Satz 2.1.4, Folgerung 2.2.6 und der Generalvoraus-
setzung, dass K = K ist. O
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Hilfssatz 2.4.5 Die Menge {(z)|xz € F\{0}} ist eine Untergruppe von
Dp.

Beweis. Nach Hilfssatz 2.4.4 liegt der Nulldivisor in dieser Menge. Falls
0 # z,y € F gegeben sind, dann gilt nach (2.16) (zy) = (z) + (y) und damit
die Behauptung. O

Definition 2.4.6
Pr = {(z) |z € F\{0}}

heiBt die Gruppe der Hauptdivisoren von F/K. Die Faktorgruppe
Cr :=Dr/Pr

heifit die Divisorklassengruppe. Fiir einen Divisor D € Dy schreiben wir [D)]
fiir das zugehorige Element in der Faktorgruppe Cr, und sprechen von der
Divisorklasse von D. Zwei Divisoren D, D’ € D nennen wir dquivalent,
wenn [D] = [D'] gilt, also wenn D = D' + (z) fiir ein z € F\{0} ist. Wir
schreiben in diesem Fall

D~ D.

Wie man sofort sieht, ist ~ eine Aquivalenzrelation.

Die néchste Definition spielt eine entscheidende Rolle in der weiteren
Theorie.

Definition 2.4.7 Fiir einen Divisor A € D setzen wir
L(A) = {z € F\{0}|(2) > —A} U {0},
und nennen L£(A) den Riemann-Roch-Raum von A.

Diese Definition 148t sich folgendermaflen interpretieren: Es sei

T S
A= Z:n,PZ — ijQj
i=1 j=1

mit n; > 0,m; > 0 dann enthdlt £(A) alle Elemente z € F, die folgende
Bedingungen erfiillen:

(1)  hat Nullstellen mit Ordnung > m; an den Stellen Q; fir j =1,...,s,
und

(2) z darf nur an den Stellen P, ..., P, Pole haben, mit Polordnung hichstens
n; bei P; (i =1,...,7).
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Zunichst wollen wir einige Eigenschaften und einfache Beobachtungen
zusammenfassen.

Hilfssatz 2.4.8 Sei A € Dgp. Dann gilt:
(a) z € L(A) <= vp(z) > —vp(A) fir alle P € Pp.
(b) L(A) # {0} <= es gibt einen Divisor A" ~ A mit A’ > 0.

Beweis. (a) Trivial.
(b) Folgt sofort aus 0 #z € L(A) & () > A< A" :=(z)+ A >0 und
der Definition von ~. O

Hilfssatz 2.4.9 Sei A € Dp. Dann gilt:

(a) L(A) ist ein Vektorraum iber K.

(b) Wenn A’ ein zu A dquivalenter Divisor ist, dann gilt L(A) = L(A)
(isomorph als Vektorriume iber K ).

Beweis. (a) Sei z,y € L(A) und a € K. Fiir jedes P € Py gilt: vp(z +y) >
min{vp(z),vp(y)} > —vp(A) und vp(az) = vp(a) + vp(z) > —vp(A). Da-
her sind nach Hilfssatz 2.4.8 z + y und az in L(A).

(b) Nach Annahme ist A = A’ + (z) mit 0 # z € F. Betrachte die Abbildung

) T — zz.

Das ist eine K-lineare Abbildung, deren Bild in £(A') liegt. Genauso ist

(P,:{E(A’) — F,

T — .’L‘Z_l

eine K-lineare Abbildung von £(A’) nach £(A). Diese Abbildungen sind zu-
einander invers, daher ist ¢ ein Isomorphismus zwischen £(A) und £(A"). O

Hilfssatz 2.4.10 Es gilt:
(a) L(0) = K.
(b) Falls A <0, A € Dp ist, dann ist L(A) = {0}.

Beweis. (a) Wir haben (z) = 0 fiir 0 # =z € K nach Hilfssatz 2.4.4, da-
her ist K C £(0). Umgekehrt folgt aus 0 # z € £(0), dass (z) > 0 ist. Das
bedeutet aber, dass = keine Pole besitzt. Aus Folgerung 2.2.6 erhalten wir,
dass ¢ € K sein muf.

(b) Angenommen es gibt ein Element 0 # = € £(A). Dann ist (z) > —A > 0,
was zur Folge hat, dass £ mindestens eine Nullstelle, aber keinen Pol besitzt,
was unmoglich ist. g

Unser nichstes Ziel ist es zu zeigen, dass L£(A) fiir alle A € D endlich-
dimensional ist.
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Hilfssatz 2.4.11 Seien A, B Divisoren von F/K mit A < B. Dann ha-
ben wir L(A) C L(B) und

dim(£(B)/L(A)) < deg B — deg A.

Beweis. L(A) C L(B) ist trivial. Um die zweite Aussage zu beweisen, kénnen
wir annehmen, dass B = A+ P fiir ein P € Pp gilt. Der allgemeine Fall folgt
dann durch vollstindige Induktion. Wahlen wir also ein Element ¢ € F' mit
vp(t) =vp(B) = vp(A) + 1. Fir z € L(B) gilt: vp(z) > —vp(B) = —vp(t).
Dabher ist ot € Op. Wir erhalten durch

. E(B) — Fp,
w'{ r > (zt)(P)

eine K-lineare Abbildung. Es gilt: z € ker(¢) < vp(zt) > 0, das heifit
vp(z) > —vp(A). Daher ist ker(y) = L(A), und 1 induziert eine K-lineare
injektive Abbildung von £(B)/L(A) nach Fp. Es folgt

dim(L(B)/L(A)) < dim Fp = deg B — deg A.
g

Satz 2.4.12 Fir jeden Divisor A € Dp ist der Riemann-Roch-Raum L(A)
ein endlichdimensionaler Vektorraum iber K. Genauer gilt: Wenn A =
Ay — A_ mit positiven Divisoren Ay und A_ ist, dann ist

dim£(A) < deg A4 + 1.

Beweis. Da L(A) C L(A) ist, geniigt es zu zeigen, dass

Da 0 < Ay gilt, folgt aus Hilfssatz 2.4.11, dass dim(L(A4)/L(0)) < deg A,
ist. Andererseits gilt dim £(A4) = dim(£(A+)/£(0)) + 1, da nach Hilfssatz
2.4.10 (a) £(0) = K ist, und damit folgt die Behauptung. O

Definition 2.4.13 Fiir A € Dp nennt man die Zahl dim A := dim £L(A)
die Dimension des Divisors A.

Eine der wichtigsten Fragen in der Theorie der algebraischen Funktio-

nenkoérper ist die Berechnung der Dimension eines Divisors. Die Antwort
wird uns der Satz von Riemann-Roch geben.
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Als erster Schritt in diese Richtung zeigen wir die folgende Verschirfung
des Nullstellensatzes 2.2.9. Thre Aussage ist im wesentlichen, dass jedes Ele-
ment 0 # x € F genauso viele Nullstellen wie Pole besitzt, wenn man sie
nur richtig zahlt.

Satz 2.4.14 Jeder Hauptdivisor hat Grad 0. Genauer: Sei 0 # z € F/K
und (z)o bzw. (z)o bezeichne den Nullstellen- bzw. Poldivisor von x. Dann
gilt:

deg(z)o = deg(x)oo = [ : K (z)].

Beweis. Sei n:= [F : K(z)] und

r

Bi= (@) = > —vp(2)P,

i=1

wo Py, ..., P, alle Pole von z sind. Dann gilt nach dem Nullstellensatz 2.2.9

deg B= vp(a™')-deg P < [F: K(@)] = n,
=1

und daher bleibt zu zeigen, dass n < deg B ebenfalls gilt. Wihlen wir eine
Basis u1,...,uy von F/K(z) und einen Divisor C' > 0, sodass (u;) > —C
fiir i = 1,...,n gilt. Wir erhalten

dim(IB+C) >n(l+1) firalle [>0, (2.17)

was unmittelbar aus der Tatsache, dass wiuj eLUB+C)fir0<i<l, 1<
j < n gilt, folgt. Man beachte dabei, dass diese Elemente linear unabhéingig
iiber K sind, da wq,...,u, linear unabhingig iiber K(z) sind. Wenn wir
¢ := deg C setzen, erhalten wir nach Satz 2.4.12 n(l + 1) < dim(IB + C) <
l-deg B + ¢+ 1. Daher gilt

I(degB—n)>n—c—1 (2.18)

fiir alle [ € N. Die rechte Seite von (2.18) ist unabhéngig von I, daher ist
(2.18) nur moglich, wenn deg B > n ist.

Wir haben also gezeigt, dass deg(t)s = [F : K(z)] ist. Da (z)o = (2 !)oo
gilt, kénnen wir nun schlieen, dass deg(z)p = deg(z 1o = [F : K(z71)] =
[F': K(x)] ist. O

Folgerung 2.4.15

(a) Seien A, A’ dquivalente Divisoren. Dann ist dim A = dim A’ und deg A =
deg A'.

(b) Falls deg A < 0, dann ist dim A = 0.

(¢c) Fir einen Divisor A mit Grad 0 sind die folgenden Aussagen aquivalent:

46



(1) A ist ein Hauptdivisor.
(2) dim A > 1.
(3) dim A = 1.

Beweis. (a) Folgt sofort aus Hilfssatz 2.4.9 und Satz 2.4.14.

(b) Angenommen, dass dim A > 0 gilt. Nach Hilfssatz 2.4.8 (b) gibt es einen
Divisor A’ ~ A mit A’ > 0. Daher ist deg A = deg A’ > 0. Widerspruch!

(c) (1) = (2): Falls A = (z) ein Hauptdivisor ist, dann ist z* € £(A) und
daher gilt dim A > 1.

(2) = (3): Nach Voraussetzung gilt dimA > 1 und deg A = 0. Dann ist
A ~ A’ fiir ein A’ > 0. Die Bedingungen A" > 0 und deg A’ = 0 im-
plizieren, dass A’ = 0 ist, daher gilt nach Hilfssatz 2.4.10 (a) dimA =
dim A’ = dim0 = 1.

(3) = (1): Nach Voraussetzung gilt dimA = 1 und deg A = 0. Wihle
0 # z € L(A), dann ist (2) + A > 0. Da deg((z) + A) = 0 ist, folgt dass
(2) + A =0 ist. Daher ist A = —(2) = (') ein Hauptdivisor. O

In Satz 2.4.12 haben wir gesehen, dass
dimA <1+degA (2.19)

fiir jeden Divisor A > 0 ist. Tatsichlich gilt (2.19) fiir beliebige Divisoren
mit Grad > 0.

Hilfssatz 2.4.16 Sei A ein Divisor mit deg A > 0. Dann gilt:

dimA <1+ degA.

Beweis. Wir konnen annehmen, dass dim A > 0 ist. Nach Hilfssatz 2.4.8
(b) gilt A ~ A’ fiir einen Divisor A’ > 0. Daher ist dimA = dim A’ <
1+ deg A" =1 + deg A nach Folgerung 2.4.15 (a). O

Als nichstes wollen wir die Existenz einer unteren Schranke fiir dim A
zeigen, die von dhnlicher Gestalt wie (2.19) ist.

Satz 2.4.17 Es gibt eine Konstante v € Z, sodass fiir alle Divisoren A € Dp
gilt:
deg A —dim A < 4.
Beweis. Zunéchst gilt nach Hilfssatz 2.4.11
A; < Ay = deg A1 —dim A; < deg A — dim As. (2.20)
Wir wihlen ein Element z € F\K fest und betrachten den Divisor B :=
(2)0o- Wie im Beweis von Satz 2.4.14 gibt es einen Divisor C > 0 (abhéingig
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von z), sodass dim(IB+ C) > (I +1) - deg B fiir alle I > 0 gilt (siehe (2.17)).
Andererseits gilt nach Hilfssatz 2.4.11 dim(IB + C) < dim({B) + degC.
Durch Kombination dieser beiden Ungleichungen erhalten wir

dim(/B) > (I + 1)deg B — deg C = deg(IB) + ([F : K(z)] — deg C).

Daher gilt
deg(IB) —dim(IB) <~ fiiralle [ >0 (2.21)

mit einem 7 € Z. Wir wollen zeigen, dass (2.21) mit demselben -y auch dann
noch gilt, wenn wir [B durch irgendeinen Divisor A € Dy ersetzen. Dazu
zeigen wir zunéchst die folgende Behauptung:

Behauptung: Gegeben sei ein Divisor A. Dann existieren Divisoren A;, D
und eine ganze Zahl [ > 0, sodass A < A1, A1 ~ D und D < [B ist.

Zum Beweis dieser Behauptung wihlen wir A; > A, sodass A; > 0 ist.
Dann gilt

dim(IB — A1) > dim(IB) — deg A4 (nach Hilfssatz 2.4.11)
> deg(IB) —y—degA; (nach (2.21))
> 0

fiir geniigend grofles [. Daher gibt es ein Element 0 # z € L(IB — A;). Wenn
wir D := Aj —(z) setzen, erhalten wir A1 ~ Dund D < A;—(A;—IB) = 1B,
wie gewiinscht.

Die Aussage des Satzes folgt jetzt so:

degA—dimA < degA; —dimA4, (nach (2.20))
= degD —dimD (nach Folgerung 2.4.15)
< deg(IB) — dim(IB) (nach (2.20))
< v (nach (2.21)).

O

Besonders wichtig ist dabei die Tatsache, dass « nicht von A, sondern
nur vom Funktionenkdrper F//K abhéngt.

Definition 2.4.18 Das Geschlecht von F/K ist definiert durch
g = max{degA—dimA+1|A € Dr}.

Man beachte, dass diese Definition aufgrund von Satz 2.4.17 sinnvoll
ist. Es wird sich herausstellen, dass das Geschlecht die wichtigste Invariante
eines Funktionenkérpers ist. Im Folgenden setzen wir stets voraus:
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F/K sei ein algebraischer Funktionenkorper mit Geschlecht g.

Als erstes erhalten wir die nachstehende einfache Aussage iiber das Ge-
schlecht.

Hilfssatz 2.4.19 Das Geschlecht von F/K ist eine nicht negative ganze
Zahl.

Beweis. Wir setzen in der Definition des Geschlechtes A = 0. Dann er-
halten wir deg(0) — dim(0) + 1 = 0, daher ist g > 0. O

Satz 2.4.20 (Satz von Riemann) Sei F/K ein Funktionenkorper mit
Geschlecht g.
(a) Fiir jeden Divisor A € D gilt:

dimA >degA+1—g.
(b) Es gibt eine ganze Zahl c, die nur von F/K abhingt, sodass
dimA=degA+1—g

ist, wann immer deg A > c ist.

Beweis. (a) Folgt sofort aus der Definition des Geschlechts.
(b) Wihle einen Divisor Ay mit ¢ = deg Ag — dim Ag + 1 und setze ¢ :=
deg Ay + g. Falls deg A > c ist, dann gilt

dim(A — Ag) > deg(A—Ag) +1—g>c—degAdop+1—g > 1.

Daher gibt es ein Element 0 # z € L(A — Ap). Betrachten wir jetzt den
Divisor A’ := A + (z), der > A ist. Dann haben wir

degA—dimA = degA’—dim A’ (nach Folgerung 2.4.15)
> degAp—dimAy (nach Hilfssatz 2.4.11)
= g—1.
Daher ist dimA < degA+1—g. O

Im Allgemeinen ist es sehr schwer, das Geschlecht eines Funktionenkorp-
ers zu bestimmen. Als sehr einfaches Beispiel wollen wir das Geschlecht des
rationalen Funktionenkorpers berechnen.

Satz 2.4.21 Der rationale Funktionenkérper K (z)/K hat Geschlecht g = 0.

Beweis. Sei Py, der Poldivisor von z. Betrachte fiir » > 0 den Vektorraum
L(rPy). Offensichtlich sind die Elemente 1,z,...,2" in £(rPy), daher gilt

r+1<dim(rPyx) =deg(rPx) +1—g=r+1—g
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fiir gentigend grofles r. Es ist also g < 0. Nach Hilfssatz 2.4.19 ist aber fiir
jeden Funktionenkérper g > 0. Damit folgt die Behauptung. O

2.5 Adele und Weil-Differentiale

Am Beginn steht folgende Definition:

Definition 2.5.1 Fiir A € Dp, nennen wir
i(A) :=dimA —degA+g—1
den Spezialititsindexr von A.
Der Satz von Riemann 2.4.20 zeigt uns, dass i(A) eine nicht negative
ganze Zahl ist, mit i(A) = 0 fiir deg A geniigend grofl. Wir werden in diesem

Kapitel einige Interpretationen fiir i(A4) als Dimension gewisser Vektorrdume
besprechen.

Definition 2.5.2 Ein Adéle von F/K ist eine Abbildung

. PF — F,
@: P +— ap,

sodass ap € Op fir fast alle P € Pg ist. Wir wollen ein Adéle stets als
Element des direkten Produktes [[pcp , F' auffassen und verwenden daher
die Notation a = (ap)pep, oder kiirzer @ = (ap). Die Menge

Ap = {a|a ist ein Adéle von F/K}

nennen wir den Adéleraum von F/K und fassen sie in offensichtlicher Weise
als Vektorraum iiber K auf.

Das Hauptadéle eines Elementes « € F ist das Adéle, dessen Komponen-
ten alle gleich z sind. Nach Folgerung 2.2.10 ist diese Definition sinnvoll. Es
gibt also eine Einbettung F' < Ap. Die Bewertungen vp von F/K kénnen
in natiirlicher Weise auf Ap fortgesetzt werden, indem wir vp(«) := vp(ap)
setzen (wo ap die P-Komponente des Adeles a bezeichnet). Nach Definition
ist vp(a) > 0 fiir fast alle P € Pp.

Definition 2.5.3 Fir A € Dp definieren wir
Ap(A) :={a € Ap|vp(a) > —vp(A) fir alle P € Pg}.

Offensichtlich ist Ap(A) ein K-Unterraum von Ap.
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Zunichst zeigen wir eine analoge Aussage zu Hilfssatz 2.4.11, wobei an-
stelle des Raumes £(A) nun Ap(A) gesetzt wird.

Hilfssatz 2.5.4 Seien A,B € Dp mit A < B. Dann gilt Ap(A) C Ap(B)
und
dim(Ar(B)/Ar(A)) = deg B — deg A.

Beweis. Ap(A) C Ap(B) ist trivial. Es geniigt die Aussage fiir den Fall zu
beweisen, dass B = A+ P mit P € Pp ist. Der allgemeine Fall folgt durch
vollstdndige Induktion. Wir wihlen ein ¢t € F' mit vp(t) = vp(A) + 1 und
betrachten die K-lineare Abbildung

[ Ap(B) —  Fp,
‘P'{ a — (tap)(P).

Wegen vp(tap) = vp(t) + vp(ap) = vp(A) + 1 + vplap) > vp(A) +1 —
vp(B) = 0 ist ¢ wohldefiniert. Genauso einfach sieht man, dass ¢ surjektiv
ist, und dass der Kern von ¢ gleich Ag(A) ist. Daher folgt:

deg B —deg A =deg P = [Fp : K] = dim(Ap(B)/Ar(A)).
O

Man nennt den Raum Ap(A) den Adéleraum dber A. AuBlerdem be-
zeichnet man Apr(A) + F als den erweiterten Adéleraum dber A. Analog
zum vorigen Hilfssatz erhalten wir:

Hilfssatz 2.5.5 Seien A, B € D mit A < B. Dann gilt:

dim((Ar(B) + F)/(Ap(A) + F)) = (deg B — dim B) — (deg A — dim A).

Beweis. Wir haben eine exakte Sequenz von linearen Abbildungen

0 — L(B)/L(A) — Ap(B)/Ar(A) — (2.22)
— (Ap(B) + F)/(Ap(A) + F) — 0,

wobei die Abbildungen o1 : £L(B)/L(A) - Ar(B)/Ar(A) und o9 : Ap(B)/
Ap(A) = (Ap(B)+F)/(Ar(A)+ F) in offensichtlicher Weise definiert sind.
Die einzige nicht triviale Behauptung ist, dass der Kern von o9 im Bild von
o1 enthalten ist. Es sei also a@ € Ap(B) mit o2(a + Arp(A)) = 0. Dann ist
a € Ap(A) + F, und daher gibt es ein z € F mit « — z € Ap(A). Da
Ar(A) C Ap(B) ist, konnen wir schlieen, dass z € Arp(B) N F = L(B)
gilt. Daher liegt a + Ap(A) =z + Ap(A) = o1(z + L(A)) im Bild von o;.
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Aus der Exaktheit der Sequenz (2.22) erhalten wir

dim(Ar(B) + F)/(Ar(4) + F)
= dim(Ar(B)/Ar(4)) — dim(£(B)/L(A))
= (deg B — deg A) — (dim B — dim A),

wobei wir Hilfssatz 2.5.4 verwendet haben. O

Der nichste Hilfssatz stellt eine Verbindung zwischen den Rdumen Ag(A)
und Ag her.

Hilfssatz 2.5.6 Fualls B ein Divisor mit dim B = deg B + 1 — g ist, dann
gilt:
Ap = Ap(B) + F.
Beweis. Zunichst haben wir nach Hilfssatz 2.4.11 fiir B; > B
dim B; < degBi +dimB —degB =degB; +1—g.

Andererseits gilt dim B; > deg B;+1—g nach dem Satz von Riemann 2.4.20.
Daher gilt

dim By =deg By +1—g fiir jeden Divisor B; > B. (2.23)

Die Behauptung erhilt man nun folgendermafien: Sei o € Ap. Offensichtlich
kann man einen Divisor By > B finden, sodass @ € Ap(By) ist. Aus Hilfssatz
2.5.5 und (2.23) folgt

dim(Ap(B1) + F)/(Ap(B) + F)
= (deg By — dim B;) — (deg B — dim B)
=@g-1)—-(9-1)=0.
Damit gilt: Ap(B) + F = Ap(B1) + F. Da a € Ap(By) ist, folgt, dass
a € Ap(B) + F ist. O

Man beachte, dass die Vektorrdume Ar, Ap(A) und F alle unendlichdi-
mensionale Vektorrdume sind. Der néichste Satz besagt, dass der Faktorraum
Ap/(Ap(A) + F) jedoch endliche Dimension hat.

Satz 2.5.7 (Schwacher Satz von Riemann-Roch) Fir den Spezialitits-
index eines Divisors A gilt:

i(A) = dim(Ar/(Ar(A) + F)).

Beweis. Aus dem Satz von Riemann 2.4.20 (b) folgt, dass ein Divisor A; > A
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mit dim A; = deg A;+1—g existiert. Nach Hilfssatz 2.5.6 ist Ap = Ap(A1)+
F', und aus Hilfssatz 2.5.2 erhalten wir daher

dim(Ar/(Ar(A) + F)) = dim(Ap(A1)+ F)/(Ar(A) + F)
(deg A1 — dim A;) — (deg A — dim A)
= (¢9—1)+dimA—degA=1i(A)

Diesen Satz kann man auch so formulieren: Fiir jedes A € Dy gilt:
dimA = deg A+ 1 — g+ dim(Ap/(Ar(A) + F)). (2.24)

Der Spezialititsindex von A ist also das fehlende Glied im Satz von Rie-
mann. Dieser Satz ist eine schwache Version des Satzes von Riemann-Roch,
den wir im néchsten Kapitel beweisen werden. Leider ist der Spezialitéts-
index ebenfalls schwer zu ermitteln. In der starken Form des Satzes von
Riemann-Roch werden wir sehen, dass man den Spezialititsindex von A als
die Dimension des Divisors W — A fiir einen geeigneten Divisor W berechnen
kann.

Als Folgerung erhalten wir eine andere Charakterisierung des Geschlech-
tes von F/K.

Folgerung 2.5.8 g =dim(Ar/(Ar(0) + F)).
Beweis. i(0) = dim(0) —deg(0) +9g—1=1—-0+g—1=g. O

Als nichstes fithren wir das Konzept der Weil-Differentiale ein, welches
dann zu einer weiteren Interpretation des Spezialititsindex eines Divisors
fithren wird.

Definition 2.5.9 Ein Weil-Differential von F/K ist eine K-lineare Ab-
bildung w : Ap — K, die auf dem erweiterten Adéleraum Ap(A) + F' iiber
A fiir einen Divisor A € Dp verschwindet. Wir nennen

Qp := {w|w ist ein Weil-Differential von F//K}
den Raum der Weil-Differentiale von F/K. Fiir A € Dp sei
Qp(A) := {w € QF |w verschwindet auf Ar(A) + F},

der Raum der Weil-Differentiale iiber A.

Zunichst sammeln wir die folgenden, sehr einfachen Eigenschaften iiber
Qp und Qp(A) fiir einen Divisor A.
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Hilfssatz 2.5.10

(a) Qp ist ein Vektorraum dber K.

(b) Qr(A) ist ein Teilraum von Qp.

(c) Seien A, B € D mit A < B, dann ist Qp(B) C Qr(A).

Beweis. (a) Angenommen w; verschwindet auf Ap(4;) + F und we auf
Qp(A2) + F, dann verschwindet w; + wy auf Qp(As) + F fiir jeden Divisor
Az mit A3 < A; und A3 < As. Weiters verschwindet aw; auf Qp(A;) + F
fiir jedes a € K.

(b) Klarerweise ist Q2 (A) ein Teilraum von Q.

(c) Wenn A < B ist, dann ist Ap(A) + F C Ap(B) + F. Daher gilt, wenn
w auf Ap(B) + F verschwindet, dann erst recht auf Ar(A4) + F. O

Hilfssatz 2.5.11 Fir A € D gilt dimQp(A) =i(A).

Beweis. Qp(A) ist in natiirlicher Weise isomorph zum Raum der Linearfor-
men auf Ap/(Ap(A)+ F). Da nach dem schwachen Satz von Riemann-Roch
2.5.7dim Ar/(Ar(A)+F) = i(A) ist, folgt sofort unsere Behauptung. O

Als einfache Folgerung aus Hilfssatz 2.5.11 erhalten wir:
Folgerung 2.5.12 Qr #0.

Beweis. Wahle einen Divisor A mit Grad < —2. Dann gilt nach Hilfssatz
2.5.11
dimQp(A) =i(A) =dimA—degA+g—12>1,

daher ist Qp(A) # 0. O

Definition 2.5.13 Fiir x € F und w € Qp definieren wir zw : Ap — K
durch
(zw)(a) := w(za).

Klarerweise ist dadurch eine K-lineare Abbildung von Ap — K defi-
niert. Es handelt sich dabei sogar wieder um ein Weil-Differential:

Hilfssatz 2.5.14 zw ist ein Weil-Differential von F/K. Es gilt: Falls w
auf Ap(A) + F verschwindet, dann verschwindet zw auf Ap(A + (z)) + F.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass zw auf Ap(A+ (x)) + F verschwindet. Sei
B=a+y€ Ap(A+ (z)) + F mit « € Ap(A+ (z)) und y € F. Dann gilt
vp(a) + vp(x) + vp(A) > 0. Daraus folgt, dass 8 = za + zy mit zy € F
und za € Ap(A) ist. Das heifit wiederum w(z) = 0, woraus man aufgrund
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der Definition (zw)(8) = w(z) = 0 erhilt. Daher gilt die Behauptung. O

Durch diese Definition bekommt Qp die Struktur eines Vektorraumes
iiber F. Als nichstes wollen wir die Dimension dieses Raumes untersuchen.

Satz 2.5.15 Qp ist ein ein-dimensionaler Vektorraum tber F.

Beweis. Wir wéhlen ein 0 # w; € QF, was nach Folgerung 2.5.12 moglich
ist. Wir miissen zeigen, dass fiir jedes Weil-Differential wy € QF ein z € F
existiert, mit wy = zw;. Wir kénnen annehmen, es gelte wy # 0. Zunichst
wéhlen wir Divisoren A;, Ay € D, sodass w1 € Qp(41) und we € Qp(As)
ist. Fiir einen Divisor B (den wir spéter noch genauer spezifizieren werden)
betrachten wir die K-linearen injektiven Abbildungen

%:{ LA+ B) — Qw(=B), .,

T — TWwj.

Zuerst zeigen wir eine Behauptung;:

Behauptung: Fiir eine geeignete Wahl von B gilt:
¢1(L(A1 + B)) Npa(L(A2 + B)) # {0}

Fir den Beweis verwenden wir eine einfache, bekannte Tatsache aus der
linearen Algebra (siehe z.B. [8]): Uy, Us seien Teilrdume eines endlichdimen-
sionalen Vektorraumes V', dann gilt:

dim(U; NUs) > dimU; + dimUs — dim V. (2.25)
Sei jetzt B > 0 ein Divisor mit geniigend grolem Grad, sodass
dim(Ai + B) = deg(Ai + B) +1—g

fiir 4 = 1,2 ist. Das geht nach dem Satz von Riemann 2.4.20. Sei U; :=
¢i(L(4i + B)) C Qp(—B). Da

dim Qp(—B) = i(—B) = dim(—B) —deg(—B) + g — 1
=degB+g—1

ist, erhalten wir

=deg(A1 +B)+1—g+deg(A2+B)+1—g—(degB+g—1)
= deg B + (deg A1 + deg A2 + 3(1 — g)).

Der geklammerte Term ist unabhingig von B, daher ist

dim U + dim U — dim Qp(—B) > 0,
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wenn deg B geniigend grof§ ist. Mit (2.25) folgt Uy N Uz # {0}, was unsere
Behauptung zeigt.

Der Rest des Beweises folgt jetzt sehr schnell: Wahle z; € £(A; + B) und
z9 € L(A2 + B), sodass z1w; = Towy # 0 ist. Dann ist wy = (:z;lxgl)wl, was
zZU zeigen war. O

Als nichstes wollen wir jedem Weil-Differential w # 0 einen Divisor
zuordnen. Dazu betrachten wir die folgende Menge von Divisoren

M(w) :={A € Dp |w verschwindet auf Ap(A) + F}. (2.26)

Hilfssatz 2.5.16 Sei 0 # w € Qp. Dann gibt es einen eindeutig bestimmiten
Divisor W € M (w), fiir den A <W fiir jedes A € M(w) gilt.

Beweis. Nach dem Satz von Riemann 2.4.20 gibt es eine Konstante ¢, die
nur vom Funktionenkérper F'//K abhingt, mit der Eigenschaft: i(A4) = 0, fiir
alle A € Dy mit Grad > c. Da nach dem schwachen Satz von Riemann-Roch
2.5.7 dim(Ar/(Ar(A) + F)) = i(A) ist, erhalten wir, dass deg A < c ist fiir
alle A € M(w). Daher gibt es einen Divisor W € M(w) mit maximalem
Grad.
Angenommen W habe nicht die gewiinschte Eigenschaft. Dann gibt es einen
Divisor Ag € M(w) mit Ag £ W, das heifit vg(Ag) > vo(W) fiir ein Q € Pp.
Wir behaupten, es sei

W+QeMw), (2.27)

was ein Widerspruch zur Maximalitidt von W ist. Um diese Behauptung
zu zeigen betrachten wir ein Adele a = (ap) € Ap(W + Q). Wir kénnen
a = o' + o schreiben mit

;| ap fir P#Q, "o 0 fir P#Q,
O‘P'_{ 0 fir P=g " api= ag fir P=Q.

Dann ist o' € Ap(W) und o € Ap(A4yp), daher gilt w(a) = w(a') +w(a”) =
0. w verschwindet also auf Ap(W + Q) + F, und (2.27) ist damit bewiesen.
Die Eindeutigkeit von W ist offensichtlich. ]

Die folgende Definition ist jetzt nach dem Hilfssatz 2.5.16 sinnvoll.

Definition 2.5.17

(a) Der Divisor (w) eines Weil-Differentiales w # 0 ist der eindeutig be-
stimmte Divisor von F/K, der die folgenden Eigenschaften erfiillt:
(1) w verschwindet auf Ap((w)) + F.
(2) Falls w auf Ap(A) + F verschwindet, dann ist A < (w).

(b) Fiir 0 # w € QF und P € Pp definieren wir vp(w) := vp((w)).

56



(c) Eine Stelle P heifit Nullstelle (bzw. Pol) von w # 0, falls vp(w) > 0
(bzw. vp(w) < 0) ist. w # 0 heiit reguldr bei P, wenn vp(w) > 0 ist,
und w heift reguldr (oder holomorph), wenn w regulir ist fiir alle P € Pg.

Als unmittelbare Konsequenz aus diesen Definitionen erhalten wir
Qp(4) ={w € Qp|w =0 oder (w) > A} (2.28)
und
Qr(0) = {w € QF |w ist regulir }.
Als Folgerung aus Definition 2.5.1 und Hilfssatz 2.5.11 ergibt sich

dim Qg (0) = g.

Bis jetzt haben wir die sogenannte Diagonaleinbettung F — Ap be-
trachtet, die jedem x € F' das dazugehorige Hauptadéle zuordnet. Es gibt
aber noch andere Moglichkeiten F' in den Raum der Adeéle einzubetten. Wir
wollen jetzt, fiir jede Stelle P € P eine andere Einbettung tp : F — Ap
betrachten.

Definition 2.5.18 Sei P € Pp.
(a) Fiir z € F sei vp(z) € Ap das Adele, dessen P-Komponente z ist, und
dessen andere Komponenten alle 0 sind.
(b) Fiir ein Weil-Differential w € Qp definieren wir seine lokale Komponente
wp : F — K durch
wp(z) = w(p(x)).
Klarerweise ist wp eine K-lineare Abbildung.

Satz 2.5.19 Sei w € Qp und o = (ap) € Ap. Dann ist wp(ap) # 0
fir hiéchstens endlich viele Stellen P und es gilt

w(a) = Z wp(ap).

PE]PF

Insbesondere gilt:

Y wp(l)=0. (2.29)

PEPF

Beweis. Wir kénnen w # 0 annehmen und wir setzen W := (w) gleich dem
Divisor von w. Es gibt eine endliche Menge S C Pg, sodass

vp(W)=0 und vp(ap) >0 firalle P¢S.
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Definieren wir 8 = (8p) € Ap durch

,6 L ap fir P¢S,
P71 0 fir PeS.

Dann ist 8 € Ap(W) und a = B+ ) pcg tp(ap), daher haben wir w(8) = 0

und schliefilich
wla) = Z wp(ap).
PeS

Fir P ¢ S gilt, tp(ap) € Ap(W) und daher wp(ap) = 0. O

Wir zeigen noch, dass ein Weil-Differential durch jede seiner lokalen
Komponenten eindeutig bestimmt wird.

Satz 2.5.20
(a) Sei w # 0 ein Weil-Differential von F/K und P € Pp. Dann gilt
vp(w) = max{r € Z |wp(z) =0 fir alle x € F mit vp(z) > —r}.

Insbesondere ist wp # 0.
(b) Falls w,w'" € QF gegeben sind und wp = wWp fir ein P € Pp gilt, dann
folgt w = '.

Beweis. (a) Zur Erinnerung, es gilt laut Definition vp(w) = vp(W), wo-
bei W = (w) den Divisor von w bezeichnet. Sei s := vp(w). Fiir z € F mit
vp(z) > —s erhalten wir vp(z) € Ap(W), daher gilt wp(z) = w(tp(z)) = 0.
Wir nehmen jetzt an, dass wp(x) = 0 ist, fiir jedes ¢ € F mit vp(z) > —s—1.
Sei o = (O‘Q)QEPF € Ap(W + P). Dann gilt
a = (a—p(ap)) +tp(ap)
mit @ — tp(ap) € Ap(W) und vp(ap) > —s — 1. Daher ist
w(@) = w(a —tp(ap)) +wp(ap) = 0.

Aus diesem Grund verschwindet w auf Ap(W + P), was ein Widerspruch

zur Definition von W ist.

(b) Falls wp = w', gilt, dann ist (w—w')p = 0, und daher nach (a) w—w' = 0.
O

2.6 Der Satz von Riemann-Roch und Anwendun-
gen

In diesem Abschnitt wollen wir den Satz von Riemann-Roch zeigen, der
wohl einer der wichtigsten Sétze in der Theorie der algebraischen Funktio-
nenkorper ist. Der Schliissel zu seinem Beweis liegt in der Betrachtung von
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Divisoren, die von Weil-Differentialen kommen.

Definition 2.6.1 Ein Divisor W heifit ein kanonischer Divisor von F/K,
wenn W = (w) fiir ein w € Qp ist.

Satz 2.6.2

(a) Fiir 0 £x € F und 0 # w € Qp gilt: (zw) = (z) + (w).
(b) Je zwei kanonische Divisoren von F|/K sind dquivalent.

Beweis. Falls w auf Ap(A) + F verschwindet, dann verschwindet zw nach
Hilfssatz 2.5.14 auf Ap(A + (z)) + F, daher ist

(W) + (2) < (2w).

Genauso sieht man (zw) + (z7!) < (z7'zw) = (w). Die Kombination dieser

beiden Unlgeichungen ergibt:
(W) + (2) < (2w) < —(27) + (W) = () + (2).
Das zeigt (a). Die Aussage (b) folgt aus (a) und aus Satz 2.5.15. O

Eine einfache Folgerung aus diesem Satz lautet: Die kanonischen Diviso-
ren von F'/K bilden eine ganze Klasse der Divisorenklassengruppe Cr. Diese
Divisorenklasse nennt man die kanonische Klasse von F/K.

Der entscheidende Schritt zum Beweis des Satzes von Riemann-Roch ist
der folgende Satz. Das wichtigste Resultat fiir den Beweis ist der Satz 2.5.15.

Satz 2.6.3 Sei A ein beliebiger Divisor, und W = (w) ein kanonischer

Divisor von F/K. Dann ist die Abbildung

{0 2

ein Isomorphismus zwischen K-Vektorrdumen. Insbesondere gilt:

i(A) = dim(W — A).

Beweis. Fir z € LW — A) gilt
(zw) = (z) + (w) > —(W — A)+ W = A,

daher ist nach (2.28) zw € Qp(A). Die Abbildung p bildet also L(W — A)
in Qp(A) ab. Klarerweise ist p linear und injektiv. Um zu zeigen, dass p
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auch surjektiv ist, betrachten wir ein Weil-Differential wi € Qr(A). Nach
Satz 2.5.15 gilt w; = zw fiir ein x € F. Da

(2) + W = (z) + (w) = (2w) = (w1) > 4,

ist, erhalten wir (z) > —(W — A), daher ist z € L(W — A) und w; = p(x).
Wir haben gezeigt, dass dimQp(A) = dim(W — A) ist. Da nach Hilfssatz
2.5.11 dimQp(A) = i(A) ist, folgt i(A) = dim(W — A). O

Die Zusammenfassung aller erhaltenen Resultate liefert den Satz von
Riemann-Roch.

Satz 2.6.4 (Satz von Riemann-Roch) Sei W ein kanonischer Divisor
von F/K. Dann gilt fiir jedes A € Dp

dimA =degA+1— g+ dim(W — A).

Beweis. Unmittelbare Folgerung aus Satz 2.6.3 und der Definition 2.5.1 von
i(A). O

Folgerung 2.6.5 Fiir einen kanonischen Divisor W gilt

degW =29 -2 wund dimW =g.

Beweis. Fiir A = 0 folgt aus dem Satz von Riemann-Roch 2.6.4 und Hilfssatz
2.4.10
1 = dim(0) = deg(0) + 1 — g + dim(W — 0).

Daher ist dimW = g. Wenn wir A = W setzen, erhalten wir
g=dimW =degW +1—g+dim(W — W) =degW +2 —g.
Es folgt deg W = 2¢g — 2. O
Aus dem Satz von Riemann 2.4.20 wissen wir bereits, dass es eine Kon-

stante ¢ gibt, sodass i(A) = 0, wann immer deg A > ¢ gilt. Wir kénnen nun
eine genauere Beschreibung geben, wie diese Konstante zu wéhlen ist.

Satz 2.6.6 Wenn A ein Divisor von F/K vom Grad > 2g — 1 ist, dann

gilt
dimA =degA+1—g.

Beweis. Wir wissen dimA = deg A + 1 — g + dim(W — A), wobei W ein
kanonischer Divisor ist. Da deg A > 2g — 1 und degW = 2g — 2 gilt, folgt
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deg(W — A) < 0. Aus Folgerung 2.4.15 erhalten wir dim(W — A) =0. O

Man beachte, dass die Schranke 2g — 1 im letzten Satz bestmdoglich ist,
da fiir einen kanonischen Divisor W nach Folgerung 2.6.5

dimW >degW +1—g
gilt.

Wir kénnen jetzt den Satz von Riemann-Roch 2.6.4 so formulieren, wie
wir ihn spéter stets brauchen werden (wir werden trotzdem stets auf den
Satz 2.6.4 verweisen):

Fiir jeden Divisor A € Dp gilt

dimA >degA+1—g,

mit Gleichheit, wenn deg A > 2g — 1 ist.

Wir wollen jetzt noch einige Anwendungen des Satzes von Riemann-
Roch 2.6.4 diskutieren. Unser erstes Ziel ist zu zeigen, dass wir mit Hilfe des
Satzes von Riemann-Roch 2.6.4 sowohl das Geschlecht, als auch die kanoni-
sche Klasse von F//K charakterisieren kénnen.

Satz 2.6.7 Angenommen go € Z und Wy € Dr erfiillen
dimA =deg A+ 1 — gy + dim(W, — A) (2.30)
fir jedes A € Dp. Dann ist go = g und Wy ein kanonischer Divisor.

Beweis. Indem wir A = 0 bzw. A = Wy in (2.30) setzen, erhalten wir so
wie im Beweis von Folgerung 2.6.5 dimWy = g9 und deg Wy = 2g¢ — 2.
Sei W ein kanonischer Divisor von F//K. Wir wihlen einen Divisor A mit
deg A > max{2g—2,2gy—2}. Dann ist nach Satz 2.6.6 dimA = deg A+1—g
und nach (2.30) dim A = deg A + 1 — g¢. Daher gilt g = go.

Wenn wir A = W in (2.30) substituieren, erhalten wir

9=029g—-2)+1—-g+dim(Wy—W).

Daher ist dim(Wy — W) = 1. Da deg(Wy — W) = 0 ist, folgt nach Hilfssatz
2.4.15 Wy — W ist ein Hauptdivisor, und daher gilt Wy ~ W. O

Eine niitzliche Charakterisierung der Klasse der kanonischen Divisoren
ist die Folgende:

Satz 2.6.8 Ein Divisor B ist kanonisch, dann und nur dann, wenn deg B =
29 —2 und dim B > g ist.

61



Beweis. Man nehme an, dass deg B = 2g — 2 und dim B > g ist, und wéhle
einen kanonischen Divisor W. Dann gilt

g<dimB=degB+1—g+dim(W — B) =g—1+dim(W — B).

Daher gilt dim(W — B) > 1. Da deg(W — B) = 0 ist, impliziert die Folgerung
2.4.15 W ~ B und damit die Behauptung. (|

Die nichste Anwendung ist eine Verschirfung des schwachen Approxi-
mationssatzes 2.2.7.

Satz 2.6.9 (Starker Approximationssatz) Sei S C Pr eine echte Teil-
menge von Pp und Py, ..., P, € S paarweise verschiedene Stellen von F/K.
Es seien die Elemente z1,...,z, € F und ny,...,n, € Z gegeben. Dann gibt
es ein Element x € F, sodass

vp(z—z;)=n; (i=1,...,7), und

vp(z) >0 firalle Pe S\{P,...,P}.

Beweis. Betrachte das Adele a = (ap)pep, mit

an e 4 Ti fir P=F, i1=1,...,r7
P71 0 sonst.

Wihle eine Stelle @ € Pr\S. Fiir geniigend grofies m € N erhalten wir mit
dem schwachen Satz von Riemann-Roch 2.5.7 in Kombination mit Satz 2.6.6

Ar = Ap (mQ =) (ni+ 1)P,~) + F.

=1

Daher gibt es ein Element z € F mit z — a € Ap(mQ — >i_;(n; + 1) P).
Das bedeutet
vp(z—zi) >mn; fur i=1,...,r (2.31)

vp(z) >0 fir PeS\{P,...,P} (2.32)

Wir wihlen jetzt yi,...,y, € F mit vp,(y;) = n;. In derselben Weise wie
oben, konstruieren wir ein y € F' mit

vp,(y —yi) >n; fur i=1,...,7 (2.33)
vp(y) >0 fir PeS\{P,...,P}. (2.34)

Wir haben also firi =1,...,r
v (y) = ve((y — i) +ui) = n (2.35)
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aufgrund (2.33) und der strikten Dreiecksungleichung 2.2.2. Setzen wir z :=
y + z, dann erhalten wir mit (2.35)

VPi(x_mi) = VPi(y-I'(z_wz')) =n; (i=1,...,7).

Fir P € S\{P,..., P} gilt nach (2.32) und (2.34) vp(z) = vp(y+2) > 0.0

Als Beispiel berechnen wir einen kanonischen Divisor im rationalen Funk-
tionenkorper K(z).

Satz 2.6.10 Fir den rationalen Funktionenkérper F = K(z) gelten die
folgenden Aussagen:
(a) Der Divisor —2Py, ist kanonisch.
(b) Es gibt ein eindeutiges Weil-Differential n € Qg () mit (n) = —2P und
nPoo (‘T_l) = _]‘
(c) Die lokalen Komponenten np,, bzw. np, des obigen Weil-Differentials n
erfillen:
0 fir n#-1
_ \P) — )
(e ={ B n7
0 fir n#-—1
_ ny _ )
we—amy={ 0 B n7

Beweis. (a) deg(—2Py) = —2 = 2g — 2 < 0, daher ist dim(—2P) =0 =g,
und damit ist —2P,, nach Satz 2.6.8 kanonisch.

(b) Wihle ein Weil-Differential w mit Divisor (w) = —2P4,. Dann verschwin-
det w auf dem Raum Ay (,)(—2Px) und w verschwindet nicht identisch auf
Ak (2)(—Pw)- Nach Hilfssatz 2.5.4 ist

dim-AK(a:)(_Poo)/AK(m)(_2Poo) =1
AuBlerdem gilt

Lp,, (;1;—1) € AK(w)(—POO)\AK($)(_2poo)_

Mit den letzten beiden Formeln kénnen wir schlieflen, dass
wro (@) = w(epy (@) =t e #0.

Wir setzen 71 := ¢~ 'w und erhalten () = —2Py und np_(z7!) = —1.

Die Eindeutigkeit von 7 erhalten wir folgendermafien: Falls n* dieselben Ei-
genschaften wie n hat, dann verschwindet n—n* auf dem Raum A g (5)(—Pwo)-
Wegen deg —Py, = —1 = 2g — 1 folgt aus Satz 2.6.6 und Hilfssatz 2.5.6
Ak (2)(—Px) + K(7) = Ag(y)- Dies hat n — n* = 0 zur Folge.

(c) Da Weil-Differentiale auf Hauptadeélen verschwinden, gilt nach Satz 2.5.19

0=n(z—a)") = 3 nelle—a)". (2.36)

PE]PK(z)

1
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Fiir P # Py und P # P, ist vp((z — a)™) = 0, daher folgt nach Satz 2.5.20
np((z —a)™) = 0 und (2.36) impliziert

Py (( —a)") + 1P, ((z —a)") = 0. (2.37)

Im Fall n < —2, erhalten wir vp_((z —a)") > 2 = —vp_(n), daher ist
nach Satz 2.5.20 np_ ((z — a)™) = 0 und (2.37) hat zur Folge, dass auch
ne, ((z —a)™) = 0 ist. Im Fall n > 0, gilt nach Satz 2.5.20 np, ((z — a)") =
0 = —vp,(n) und wir erhalten das Ergebnis fiir np_ ((z — a)™) wieder durch
(2.37).

Zum Schluss betrachten wir den Fall n = —1. Da

1 a 1 a
= — und _ —2P,
z—a z(x—a) + g T P (iL‘(IE - a)) € A (@) (=2P),

sehen wir, dass np,_ ((z —a)™!) = np, (r~!) = —1 nach Definition von 7 gilt
und aus (2.37) folgt, dass np, ((z —a)™!) = 1 ist. O

Fiir einen Divisor A mit Grad < 0 gilt dim A = 0 nach Hilfssatz 2.4.10.
Andererseits gilt nach Satz 2.6.6, dass dimA = degA + 1 — g ist, falls
deg A > 2g — 2. Die Dimension von A hingt in diesen Fillen also nur von
deg A (und dem Geschlecht) ab. Im Fall 0 < deg A < 2g—2, ist die Situation
komplizierter, aber trotzdem kann man allgemeine Resultate ableiten. Wir
fithren zunéchst eine Bezeichnung fiir Divisoren mit Spezialitdtsindex 0 ein.

Definition 2.6.11 Ein Divisor A € Dp heifit nicht speziell, wenn i(A) = 0
ist, und sonst wird A speziell genannt.

Wir sammeln einige Eigenschaften, die sofort aus dieser Definition folgen:

Hilfssatz 2.6.12 Sei A € Pp.

(a) A ist nicht speziell < dimA =degA+1—g.

(b) deg A > 2g — 2 = A ist nicht speziell.

(c) Die Eigenschaft eines Divisors A speziell oder nicht speziell zu sein,
héingt nur von der Klasse [A] von A in der Divisorklassengruppe ab.

(d) Kanonische Divisoren sind speziell.

(e) Jeder Divisor A mit dim A > 0 und deg A < g ist speziell.

(f) Falls A nicht speziell ist und B > A, dann ist auch B nicht speziell.

Beweis. (a) ist klar aufgrund der Definition von i(A), (b) ist Satz 2.6.6 und
(c) folgt aus der Tatsache, dass dim A und deg A nur von der Divisorklasse
[A] abhingen.

(d) Fiir einen kanonischen Divisor W haben wir ¢(W) = dim(W — W) =1
nach Satz 2.6.3, daher ist W speziell.

()1 <dimA=degA+1—g+i(A)=i(A) >g—degA>0,dadegA<yg
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ist. Daher ist A speziell.

(f) Nach dem schwachen Satz von Riemann-Roch 2.5.7 ist A nicht speziell
< Ap = Ap(A) + F. Falls B > A, dann ist Ap(A) C Ap(B) nach Hilfssatz
2.5.4 und daher folgt die Aussage. O

Satz 2.6.13 Angenommen T C Pr sei eine Menge von Stellen vom Grad
eins, sodass |T| > g. Dann gibt es einen nicht speziellen Divisor B > 0 mit
deg B =g und suppB CT.

Beweis. Der wesentliche Schritt im Beweis besteht darin, die folgende Be-
hauptung zu zeigen:

Gegeben seien g verschiedene Stellen Pp,..., P, € T und ein
Divisor A > 0 mit dimA = 1 und deg A < g — 1. Dann gibt es
einen Index j € {1,...,g}, sodass dim(A + P;) = 1 ist.

Angenommen diese Behauptung sei falsch. Dann ist dim(A + P;) > 1 und
es gibt Elemente z; € L(A + P;)\L(A) fir j =1,...,g. Da

vp; (z5) = —VUp (A) =1 und wvp(z;) > —vp(A) fir i#j,

folgt mit der strikten Dreiecksungleichung 2.2.2, dass die g + 1 Elemente
1,2,...,%4 linear unabhéngig iber K sind. Wéhle einen Divisor D > A +
P, + -+ Py mit deg D = 2¢g — 1. Dann sind 1, 21, ..., 24 € £L(D), daher ist
dim D > g + 1. Andererseits ist dim D = deg D + 1 — g = g nach dem Satz
von Riemann-Roch 2.6.4. Das ist ein Widerspruch.

Aufgrund dieser Behauptung finden wir Divisoren 0 < P, < P;, + F;, <
. <Py + Py +---+ P, = B (mit 4, € {1,...,g}), sodass dim(P;, +---+
P;;) = 1ist fiir j = 1,...,g. Insbesondere ist daher dim B = 1. Der Divisor

B ist nicht speziell, da
degB+1—g=g+1—g=1=dimB

aufgrund Hilfssatz 2.6.12 (a). O

Das einzige Beispiel eines algebraischen Funktionenkorpers, das wir ken-
nengelernt haben, ist der rationale Funktionenkorper, und der ist aus alge-
braischer Sicht ein Trivialbeispiel. Hiufig hat ein nicht rationaler Funktio-
nenkorper F'/K fiir ein irreduzibles Polynom ¢(7T) € K(z)[T] eine Darstel-
lung der Form

F=K(z,y) mit ¢(y)=0.

Damit kann F' als eine endliche algebraische Erweiterung des rationalen
Funktionenkorpers K (z) aufgefasst werden. Viele Probleme liegen dabei auf
der Hand:

e Ist K der volle Konstantenkorper von F'?
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e Berechne das Geschlecht von F'.

e Beschreibe die Stellen von F' explizit. Wie sehen insbesondere die ra-
tionalen Stellen aus?

e Konstruiere eine Basis des Raumes £(G), zumindest in Spezialfillen.

Diese Probleme zu beantworten ist das Hauptziel der Theorie der algebrai-
schen Funktionenkdrper. Wir werden uns damit hier nicht beschiftigen. Eine
ausfiihrliche Behandlung dieser Probleme findet man in [19] und [18].

2.7 Die P-adische Vervollstindigung

In diesem Kapitel wollen wir einen bewertungstheoretischen Aspekt ins Spiel
bringen. Wir werden die Vervollstindigung eines Funktionenkorpers F/K
beziiglich einer Stelle P € P betrachten. Zunichst verallgemeinern wir De-
finition 2.2.1 auf einen beliebigen Kérper.

Definition 2.7.1 Eine diskrete Bewertung eines Korper T ist eine surjektive
Abbildung v : T — Z U {00}, die folgende Bedingungen erfiillt:

(1) v(z) =00 <= z=0.

(2) v(zy) = v(z) + v(y) fur alle z,y € T.

(3) v(z 4+ y) > min{v(z),v(y)} fir alle z,y € T (Dreiecksungleichung).

Das Paar (T,v) nennt man einen bewerteten Korper.

Wie in Hilfssatz 2.2.2 kann man leicht zeigen, dass die strikte Dreiecks-
ungleichung

v(z +vy) = min{v(z),v(y)} falls z,y € T und v(z) # v(y)

auch hier gilt.

Definition 2.7.2 Sei (T,v) ein bewerteter Korper. Wir sagen, die Folge
(@n)n>0 konvergiert in T, falls ein Element z € T (genannt der Grenzwert
der Folge) existiert, mit

VeeR Ing € N:v(z —zy,) > ¢ Vn > nyg.

Eine Folge (z)n>0 heifit eine Cauchy Folge, wenn sie die folgende Eigen-
schaft hat:

VeeR Ing € N:v(z, —xp) > ¢ Yn,m > ny.

Wie in der reellen Analysis zeigt man:
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(a) Sei (zn)n>0 eine konvergente Folge in T'. Dann ist sein Grenzwert z € T
eindeutig bestimmt. Daher schreiben wir: z = lim,,_, o Zp,.
(b) Jede konvergente Folge ist eine Cauchy Folge.

Bekanntlich gilt im Allgemeinen die Umkehrung der letzten Aussage
nicht. Wir fithren die folgende Notation ein.

Definition 2.7.3

(a) Ein bewerteter Korper (T, v) heifit vollstindig, wenn jede Cauchy Folge
in T konvergent ist.

(b) Sei (T,v) ein bewerteter Koper. Die Vervollstindigung von T ist ein
bewerteter Kérper (7', ) mit den folgenden Eigenschaften:
(1) T C T und v ist die Einschrinkung von © auf 7.
(2) (T,7) ist vollstindig.
(3) T ist dicht in 7', das heift fiir jedes z € T' gibt es eine Folge (zr)n>0

in T mit lim, s z, = 2. -

Ohne Beweis fithren wir den folgenden Satz an:

Satz 2.7.4 (Vervollstindigungssatz) Fir jeden bewerteten Korper (T,v)
gibt es eine Vervollstindigung (T,l)). Sie ist eindeutig im folgenden Sinne:
Falls (T, ) eine andere Vervollstindigung von (T, v) ist, dann gibt es einen
eindeutigen Isomorphismus f : T — T, sodass 0 = U o f. Daher nennen wir
(T, D) die Vervollstindigung von (T, v).

Beweis. Einen Beweis findet man z. B. in [19]. O

Hiufig ist es zweckméfBiger konvergente Reihen anstatt Folgen zu be-
trachten. Sei (2,)n>0 eine Folge in einem bewerteten Korper (7,v) und
Sm 1= Z;lo z;. Wir sagen, die unendliche Reihe Z;’io z; ist konvergent, wenn
die Folge der Paritalsummen (s,,)m,m>0 konvergiert. In diesem Fall schreiben
wir, wie iiblich,

o0

5 zi:= lim s,
m—r0o0

=0

In einem vollstindigen bewerteten Korper gibt es ein sehr einfaches Kri-
terium fiir die Konvergenz einer unendlichen Reihe.

Hilfssatz 2.7.5 Sei (zn)n>0 eine Folge in einem wvollstindigen, bewerte-
ten Korper (T,v). Dann gilt: Die unendliche Reihe ) :° z; ist konvergent,

dann und nur dann, wenn die Folge (z,)n>0 gegen 0 konvergiert.

Beweis. Angenommen (2,,),>0 konvergiert gegen 0. Betrachte die m-te Pa-
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rialsumme sy, := Y ;0 z;. Fiir n > m ist

n

V(8n — Sm) =V ( Z zz> > min{v(z;) |m < i <n} >min{v(z;)|i > m}.

1=m-+1

v(z;) — oo fiir i — oo impliziert, dass die Folge (s,)n>0 eine Cauchy Folge
in T und damit konvergent ist.
Die umgekehrte Richtung zeigt man genauso wie in der Analysis. I:I

Wir spezialisieren diese Resultate jetzt auf den Fall eines algebraischen
Funktionenkérpers F//K.

Definition 2.7.6 Sei P eine Stelle von F/K. Die Vervollstindigung von
F beziiglich der Bewertung vp nennen wir die P-adische Vervollstindigung
von F. Wir bezeichnen diese Vervollstindigung mit Fp und die Bewertung
von F '» wieder mit vp.

Es gilt jetzt der folgende Satz.

Satz 2.7.7 Sei P € Pr eine rationale Stelle und t € F ein P-primes Ele-
ment. Dann hat jedes Element z € Fp eine eindeutige Darstellung der Form

o
z= Zaiti mit vp(z) >n€Z und a; € K. (2.38)

i=n

Diese Darstellung heif$t die P-adische Potenzreihe von z beziiglich t.
Umgekehrt gilt: Sei (ci)i>n,n € Z eine Folge in K, dann ist die Reihe
Yo, cit' in Fp konvergent, und es gilt

vp (Z citi> = min{i | ¢; # 0}.

=n

Beweis. Zunichst beweisen wir die Existenz einer Darstellung der Form
(2.38). Sei also z € Fp gegeben. Wir wiihlen ein n € Z mit n < vp(z).
Da F in Fp dicht ist, gibt es ein Element y € F mit vp(z — y) > n. Auf-
grund der Dreiecksungleichung gilt vp(y) > n und daher vp(yt ") > 0. Da
P eine rationale Stelle ist, gibt es ein Element a,, € K mit vp(yt~"—ay) > 0,
und

vp(z —ant”) =vp ((z —y) + (y — apt™)) > n.

Genauso finden wir ein a,; € K mit

vp(z — apt™ — ap 1t > n 4+ 1.
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Wenn wir diese Konstruktion iterieren, erhalten wir eine unendliche Folge
Gy Opt1, Ant2, - - - i K, sodass

m
vp (z — Zaiti> >m

t=n

fiir alle m > n. Das zeigt, dass

o
_ i
z = 5 a;t
=n

gilt.
Um die Eindeutigkeit dieser Darstellung zu zeigen, betrachten wir eine an-
dere Folge (b;)i>m in K, welche folgende Bedingung erfiillt:

[e's) [e's)
z = Zaiti == Z biti.
i=n i=m

Wir kénnen n = m annehmen, denn wenn n < m ist, definieren wir b; := 0
fiir alle n < 4 < m. Angenommen es gibt ein j mit a; # b;. Dann wihlen
wir ein minimales j mit dieser Eigenschaft und erhalten fiir alle &k > j

k k k
vp (Z aiti — Zbiti> =vp (aj — bj)tj + Z (a; — bi)ti =j. (2.39)
i=n i=n

i=j+1

Die letzte Gleichheit gilt, da vp((a; — bj)t/) = j, und damit ist die strikte
Dreiecksungleichung 2.2.2 anwendbar. Andererseits gilt

k k k k
vp (Z aiti — Z bztz) =UVp (z aiti —z+z— z bztz>
i=n i=n i=n i=n

k k
> min {Vp (z — Z aiti> ,Up (z — Z biti> } . (2.40)

Fiir £ — oo, strebt (2.40) gegen unendlich. Das ist ein Widerspruch zu (2.39)
und zeigt, dass die Darstellung (2.38) eindeutig ist.

Um die letzte Aussage des Satzes zu zeigen, betrachten wir eine beliebige
Folge (¢i)i>n,n € Z in K. Da vp(c;t') > i fiir alle 4 gilt, strebt die Folge
(citi)iZn gegen 0. Daher konvergiert nach Hilfssatz 2.7.5 die Reihe 2 citt
in 'p, wir definieren:

<x> .
z:citZ =:y € Fp.
i=n
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Setze jo := min{i|¢; # 0}. Im Fall jo = oo sind alle ¢; = 0 und daher
ist hier y = 0 und vp(y) = oo. Im Fall j, < oo, gilt nach der strikten
Dreiecksungleichung 2.2.2 fiir alle k& > jg

k
vp (Z Citz) = Jo-
i=n

Da fiir geniigend grofles k

k
" (y— zcz-tz) >
i=n

ist, folgt
k ) k )
vp(y) =vp (y — Z cit" + Z cit’)
i=n i=n
k ) k )
= min {I/p (y — Zcitz) ,Up (Z Citl> } = Jo,
=n =n

und damit die Behauptung. O

Wie man aus dem Beweis des letzten Satzes sieht, 148t sich die P-adische
Potenzreihenentwicklung sofort folgendermaflen verallgemeinern:

Satz 2.7.8 Es sei P € Pp eine rationale Stelle und (t,),cz eine Folge von
Elementen in F mit vp(t,) = r fir alle v € Z. Dann besitzt jedes Element
z € Fp eine eindeutige Darstellung der Form

o
z= Zaiti mit vp(z) >n€Z und a; € K.
i=n

Diese Darstellung nennen wir die P-adische Potenzreihe von z beziiglich der
Folge (tr)rez.

Beweis. Der Beweis lduft genauso wie in Satz 2.7.7. O

2.8 Die Hasse-Weil-Schranke

In den letzten Abschnitten haben wir die Theorie der algebraischen Funk-
tionenkorper iiber einem beliebigen Korper entwickelt. Im Hinblick auf die
codierungstheoretischen Anwendungen wollen wir den Fall eines endlichen
Konstantenkorpers genauer beleuchten. Deshalb setzen wir ab jetzt und fiir
alles weitere voraus:
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F/F, sei ein algebraischer Funktionenkorper mit Geschlecht g, dessen
Konstantenkdrper der endliche Kérper Iy ist.

Besonders sind wir an rationalen Stellen, also an Stellen deren Grad eins
ist, interessiert. Thre Anzahl ist endlich und kann durch die Hasse-Weil-
Schranke abgeschétzt werden. Diese Schranke spielt eine wesentliche Rolle
bei den Anwendungen der algebraischen Funktionenkérper in der Codie-
rungstheorie. Da die Beweise der in diesem Abschnitt vorkommenden Sitze
ein wesentlich tieferes Verstdndnis der Theorie der algebraischen Funktio-
nenkorper verlangen, als wir entwickeln konnten, sollen sie in diesem Kapitel

ginzlich entfallen. Eine vollstindige Darstellung dieser Theorie findet man
in [19].

Wir wollen im Folgenden die Zahl
Ap:=|{A€Dr|A>0und degA = n}| (2.41)

untersuchen. Diese Zahl ist stets endlich. Zum Beispiel ist Ag = 1 und Ay
die Anzahl der rationalen Stellen P € Pr. Wir codieren diese Information
in die folgende Potenzreihe:

Definition 2.8.1 Die Potenzreihe
o0
Z(t) = Zp(t) ==Y Ant™ € C[[t]
n=0

heifit die Zetafunktion von F/F,.

Man beachte, dass t hier als komplexe Variable und Z(¢) als Potenzreihe
iiber C aufgefasst wird, und nicht etwa eine P-adische Potenzreihe ist, wie
sie im vorigen Kapitel betrachtet wurde. Diese Potenzreihe konvergiert in
einer Umgebung von 0:

Satz 2.8.2 Die Potenzreihe Z(t) = Y oo Ant™ konvergiert fir [t] < ¢ '.

Satz 2.8.3 Z(t) kann zu einer rationalen Funktion, die genau beit = ¢!

und bei t =1 einfache Pole besitzt, fortgesetzt werden.
Als nichstes definieren wir:

Definition 2.8.4 Das Polynom L(t) := Lp(t) := (1 —t)(1 — gt)Z(¢) nennt
man L-Polynom von F/F,.
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Man beachte, dass L(t) die ganze Information iiber die Zahlen A,, (n > 0)
beinhaltet, da

L(t) = 1 —t)(1 — qt) f: Apt™

n=0

gilt. Die Eigenschaften von L(¢) sind im folgenden Satz zusammengefasst:

Satz 2.8.5
(a) L(t) € Z[t] und deg L(t) = 2g.
(b) Sei L(t) = ap + art + - - - + agqt?9. Dann gilt:
(1) ap =1 und agy = ¢¥.
(2) agg i = ¢ "a; fiir 0 <i<g.
(3) a1 = N —(q+1), wobei N die Anzahl der rationalen Stellen P € Pg
bezeichnet.
(c) L(t) faktorisiert dber C[t] in

29
L(t) = [J(1 — est).
i=1
Die komplexen Zahlen ai,...,azy konnen in einer Weise angeordnet wer-
den, sodass a;agq; = q firi=1,...,g gilt.

Der letzte Satz zeigt, dass die Zahl
N(F):=N = |{P € Pr| deg P = 1}

sehr einfach mit Hilfe des L-Polynomes L(t) von F/F, berechnet werden
kann.

Folgerung 2.8.6 Fir N(F') gilt:

29
N(F)=q+1-) o
=1

Das Hauptresultat zum Beweis der Hasse-Weil-Schranke ist der folgende
Satz:

Satz 2.8.7 (Satz von Hasse-Weil) Fir die Reziprokwerte der Nullstellen

von Lp(t) gilt:
log| = ¢ fir i=1,...,2g.
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Der Satz von Hasse-Weil 2.8.7 wird auch oft die Riemann’sche Vermu-
tung fir algebraische Funktionenkdrper genannt. Diese Notation wollen wir
kurz erlautern:

Man kann die Zetafunktion Zp(¢) als ein Analogon zur klassischen Rie-
mann’schen (-Funktion

C(s) := Zn_s (2.42)

(wobei s € C und Re(s) > 1 ist) auffassen. Definiere die absolute Norm eines
Divisors A € D durch
N(A) := glesd,

Die absolute Norm N (P) eines Primdivisors P € Pp ist zum Beispiel die
Kardinalitit seines Restklassenkérpers Fp. Dann kann die Funktion

Cr(s) == Zr(q®)
in der Form -
Cr(s) =) Ang™™" = Y N
n=0 AEDF,AZO

geschrieben werden, was ein geeignetes Analogon zu (2.42) darstellt. Es ist
eine wohl bekannte Tatsache (siehe z.B. [20]), dass die Riemann’sche (-
Funktion (2.42) eine analytische Fortsetzung zu einer meromorphen Funk-
tion auf C besitzt. Die klassische Riemann’sche Vermutung (eines der wich-
tigsten ungeldsten Probleme) besagt, dass - abgesehen von den sogenannten
trivialen Nullstellen s = —2,—4, —6,... - alle Nullstellen von ((s) auf der
Geraden Re(s) = 1/2 liegen.

Der Satz von Hasse-Weil 2.8.7 impliziert, dass
Cr(s) =0=Zp(g™") =0=|g*| =q '/

gilt. Da |g—¢| = g~ Re®)

ist, bedeutet die vorige Implikation Folgendes:
Cr(s) = 0= Re(s) =1/2.

Deshalb kann der Satz von Hasse-Weil 2.8.7 als Analogon zur klassischen
Riemann’schen Vermutung aufgefasst werden.

Als direkte Folgerung aus dem Satz von Hasse-Weil 2.8.7 erhalten wir
den nachstehenden Satz:

Satz 2.8.8 (Hasse-Weil-Schranke) Die Zahl N = N(F) der rationalen
Stellen von F[F, kann durch

IN — (g +1)| < 29¢"/?
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abgeschatzt werden.

Beweis. Aus Folgerung 2.8.6 erhalten wir
29
N—-(¢g+1)= —Zai.
i=1

Daher ist die Hasse-Weil-Schranke eine sofortige Folgerung aus dem Satz
von Hasse-Weil 2.8.7. O

Die Hasse-Weil-Schranke ist scharf, man kann Beispiele fiir Funktio-

nenkérper F/F, angeben, wo sie angenommen wird. Mit ihrer Hilfe kénnen
auch Abschétzungen fiir die Anzahl der Stellen von festem Grad r

B, :=B,(F):=|{P € Pr| deg P =r}|

angegeben werden. Solche Untersuchungen findet man zum Beispiel in [19].
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Kapitel 3

Geometrische Goppa-Codes

In diesem Kapitel wollen wir Linearcodes betrachten, die Goppa um 1981
basierend auf algebraischen Funktionenkérper F'/IF, konstruiert hat. Heu-
te nennt man diese Codes algebraisch-geometrische Codes (kurz AG-Codes)
oder geometrische Goppa-Codes.

In Goppas Konstruktion wihlt man einen Divisor G und n rationale
Stellen. Dann bildet die Auswertung der Funktionen von £(G) an diesen ra-
tionalen Stellen einen Code der Léinge n. Goppa hat zwei duale Klassen von
Codes definiert. Diese beiden Klassen sind aber verschiedene Beschreibun-
gen fiir dieselben Codes. Spéter werden wir eine weitere dquivalente Metho-
de kennenlernen, geometrische Goppa-Codes zu konstruieren. Diese ist erst
kiirzlich entdeckt worden und zeigt ganz neue Perspektiven von AG-Codes
auf.

3.1 Konstruktion nach Goppa

Wir wollen einige Notationen fiir diesen Abschnitt festhalten:

F/F, sei ein algebraischer Funktionenkorper mit Geschlecht g.
P,..., P, seien paarweise verschiedene rationale Stellen wvon
F/F,.

D=P +: -+ P,.

G sei ein Divisor von F/F; mit suppG N supp D = 0.

Dann definieren wir:
Definition 3.1.1 Der geometrische Goppa-Code (oder algebraisch-geome-
trische Code) Cr(D,G) assoziiert mit den Divisoren D und G ist definiert

durch
Cr(D,G) :={(z(P1),...,z(P)) |z € L(G)} C FZ.
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Man beachte, dass diese Definition aus folgendem Grund sinvoll ist: fiir
z € L(GQ) gilt vp,(z) >0 (i =1,...,n), da suppG N suppD = { ist. Die
Restklasse z(P;) von z modulo P; ist ein Element des Restklassenkorpers
von P;. Wegen deg P; = 1, ist der Restklassenkorper der Korper IF,, daher
gilt z(P;) € Fy.

Wir kénnen die Auswertungsabbildung evp : L(G) — Fy betrachten, die
gegeben ist durch

evp(z) == (z(P1),...,z(P,)) € Fy. (3.1)

Die Auswertungsabbildung ist F,-linear und C(D, G) ist das Bild von L(G)
unter dieser Abbildung.

Tatséchlich stellt Definition 3.1.1 eine komplizierte Méglichkeit dar, einen
speziellen Unterraum von Fy zu definieren. Der néchste Satz zeigt, warum
diese Codes interessant sind. Mit Hilfe des Satzes von Riemann-Roch 2.6.4
kann man ndmlich die Paramter £ und d dieses Codes berechnen oder zu-
mindest abschétzen.

Satz 3.1.2 C(D, G) ist ein [n,k,d]-Code mit den Parametern

k=dimG—dim(G — D) und d>n—degG.

Beweis. Die Auswertungsabbildung (3.1) ist eine surjektive lineare Abbil-
dung von £(G) nach C¢(D,G) mit dem Kern

ker(evp) = {z € L(G) |vp,(z) >0 furi =1,...,n} = L(G — D).

Es folgt, dass k = dim Cz(D, G) = dim £(G)—dim £L(G—D) ist. Die Behaup-
tung tiber die Minimaldistanz d macht nur dann Sinn, wenn Cr (D, G) # {0}
gilt, daher nehmen wir das an. Wihle z € £(G) mit wt(evp(z)) = d. Dann
sind genau n — d Stellen B ,..., P; , im Tréger von D Nullstellen von z,
daher ist

—d

O#er(G_(Rl +"'+-Pin_d))'
Nach Folgerung 2.4.15 (b) konnen wir schlieflen, dass

0<deg(G— (P, +---+PF,_,)=degG—n+d

gilt. Daher ist d > n — deg G. O

Folgerung 3.1.3 Angenommen, der Grad von G sei echt kleiner als n.
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Dann ist die Auswertungsabbildung evp : L(G) — C¢(D, G) injektiv und es
gilt:
(a) Cc(D,G) ist ein [n,k,d]-Code mit

d>n—degG und k=dimG >degG+1—g.

Daher gilt
k+d>n+1—g. (3.2)

(b) Falls zusdtzlich 2g — 2 < deg G < n gilt, dann ist k = deg G + 1 — g.
(c) Falls {z1,...,zr} eine Basis von L(G) ist, dann ist die Matriz

$1(P1) .’L'1(P2) e :El(Pn)
M = : : :
o (P1) zk(P2) -+ zk(Pn)

eine Generatormatriz fir Cp(D,G).

Beweis. Nach Annahme sei deg(G—D) = deg G—n < 0, daher ist L(G—D) =
0. Da £L(G — D) den Kern der Auswertungsabbildung bildet, ist diese Ab-
bildung injektiv. Die verbleibenden Aussagen sind triviale Folgerungen aus
Satz 3.1.2 und dem Satz von Riemann-Roch 2.6.4. O

Man beachte, dass die untere Schranke fiir die Minimaldistanz (3.2),
einer oberen Schranke, ndmlich der Singelton-Schranke 1.5.4, sehr &hnlich
ist. Wenn wir diese beiden Schranken zusammensetzen, erhalten wir fiir
degG <n

n+l—g<k+d<n+1. (3.3)

Falls das Geschlecht g des Funktionenkorpers F' gleich 0 ist, dann gilt
k +d = n + 1. Daher sind geometrische Goppa-Codes, die iiber dem ra-
tionalen Funktionenkérper F,(z) konstruiert werden, nach Satz 2.4.21 im
Fall deg G < n stets MDS-Codes.

Um eine sinnvolle Schranke fiir die Minimaldistanz von C,(D,G) und
der Dimension k zu bekommen, setzen wir deshalb oft ¢ < deg G < n voraus.

Definition 3.1.4 Die Zahl d* := n — deg G nennt man die konstruierte
Distanz des Codes C¢(D,G).

Satz 3.1.3 besagt, dass die Minimaldistanz d eines geometrischen Goppa-
Codes nicht kleiner als seine konstruierte Distanz sein kann. Die Frage, ob

d* = d oder d* < d gilt, wird durch den folgenden Hilfssatz beantwortet:

Hilfssatz 3.1.5 Angenommen es gelte dimG > 0 und d* = n — degG > 0.
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So gilt d* = d dann und nur dann, wenn ein Divisor D' mit 0 < D' < D,
deg D' = deg G und dim(G — D') > 0 existiert.

Beweis. Zunichst nehmen wir d* = d an. Dann gibt es ein Element 0 # = €
L(G), sodass das Codewort (z(Py),...,z(P,)) € Cz(D,G) genau n —d =
n — d* = deg G Komponenten hat, die 0 sind, sagen wir z(P;) = 0 fiir
j=1,...,degG. Setzen wir

deg G

D':=>" P,
j=1

Dann gilt: 0 < D' < D, degD’ = degG und dim(G — D') > 0 (da
z € L(G — D) ist).

Umkehrung: Falls D’ die obigen Eigenschaften hat, wihlen wir ein Ele-
ment 0 # y € L(G — D). Das Gewicht des dazugehorigen Codewortes
(y(P1),...,y(Pp)) ist <n —degG = d*, daher gilt d = d*. O

Mit Hilfe der lokalen Komponenten von Weil-Differentialen kann auch
ein anderer Code zu den Divisoren G und D assoziiert werden.

Definition 3.1.6 Seien G und D = P; + --- + P, Divisoren wie zuvor.
Dann definieren wir den Code Cq(D,G) C F} durch

Ca(D,G) :={(wp,(1),...,wp, (1)) |w € Qp(G — D)}.

Unser erstes Resultat ist ein Analogon zu Satz 3.1.2.

Satz 3.1.7 Cq(D,G) ist ein [n, k', d']-Code mit den Parametern
k' =i(G—D)—i(G) wund d' >degG— (29— 2).

Unter der zusdtzlichen Voraussetzung, dass deg G > 2g — 2 ist, gilt k' =
i(G—D)>n+g—1—degG. Falls 29 — 2 < deg G < n ist ,dann gilt

EF=n+g—1—degQG.

Beweis. Sei P € Pr eine rationale Stelle und w ein Weil-Differential mit
vp(w) > —1. Wir behaupten

wp(l) =0 <= vp(w) >0. (3.4)

Um diese Aussage zu zeigen, verwenden wir Satz 2.5.20 (a), der besagte,
dass fiir eine ganze Zahl r € Z Folgendes gilt:

vp(w)>r < wp(z) =0 firalle z€F mit vp(z)>-r. (3.5)
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Die Implikation < von (3.4) ist eine offensichtliche Folgerung aus (3.5).
Umgekehrt nehmen wir an, dass wp(1) = 0 sei. Sei nun =z € F mit vp(z) > 0.
Da deg P = 1 ist, konnen wir = a+y mit a € F, und vp(y) > 1 schreiben.
Dann ist

wp(r) = wp(a) +wp(y) =a-wp(1) +0=0.

Aus (3.5) folgt namlich wp(y) = 0, da vp(w) > —1 und vp(y) > 1 gilt.
Damit ist (3.4) gezeigt.
Wir betrachten jetzt die F;-lineare Abbildung

PD : w — (wpi(1);--.,wp,(1)).

pp ist surjektiv, und nach (3.4) ist Qp(G) ihr Kern. Daraus ergibt sich

k' = dim Qp(G — D) — dim Qp(Q) = i(G — D) —i(Q).  (3.6)
Sei pp(w) € Cq(D,G) ein Codewort mit Gewicht m > 0. Dann ist wp, (1) =
0 fiir gewisse Indizes i = i1, ..., ip_m, daher gilt nach (3.4)
n—m
w€Qr(G— (D= P)).
j=1

Da Qp(A) # 0 nach Satz 2.6.6 deg A < 2g — 2 impliziert, erhalten wir
2g—2>degG—(n—(n—m)) =degG —m.
Daher gilt fiir die Minimaldistanz d' von Cq(D,G) die Ungleichung d' >
deg G — (2¢9 — 2).
Wenn wir noch deg G > 2g — 2 annehmen, erhalten wir nach Satz 2.6.6
i(G) = 0. Deshalb impliziert (3.6)
k' =i(G — D) = dim(G — D) — deg(G — D) — 1+ ¢
=dim(G—-D)+n+g—1—degG.

Die verbleibenden Aussagen des Satzes folgen jetzt sofort. O

In Analogie zu Definition 3.1.4 nennt man deg G — (2g — 2) die konstru-
ierte Distanz von Cq(D, G).

Die enge Verbindung, die es zwischen C(D, G) und Cq(D, G) gibt, zeigt
der folgende Satz:

Satz 3.1.8 Die Codes Cr(D,G) und Cq(D,G) sind dual zueinander, das
heif$t es gilt
Ca(D,G) = Cc(D,G)™
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Beweis. Wir bemerken zunichst die folgende Tatsache: Man betrachte eine
rationale Stelle P € Pp, ein Weil-Differential w mit vp(w) > —1 und ein
Element z € F mit vp(z) > 0. Dann gilt

wp(z) = z(P) - wp(1). (3.7)

Um dies zu zeigen, schreiben wir z = a+y mit a = z(P) € F, und vp(y) > 0.
Dann gilt nach (3.5) wp(z) = wp(a) +wp(y) = a-wp(l) +0 = z(P) - wp(1).
Als niichstes zeigen wir, dass Cq(D,G) C Cz(D, G)*. Sei dazu w € Qp (G —
D) und z € L(G). Wir erhalten

0 = w@) =) wp() (3.8)
PePp
= > wp(@) (3.9)
=1
= ) x(P) - wp(1) (3.10)
i=1

= <(WP1(1)5 s aan(l))’ (x(Pl)a R ,HI(Pn))),

wobei (,) das kanonische innere Produkt von I} bezeichnet (siehe Defini-
tion 1.3.11). Wir miissen noch die einzelnen Schritte in der obigen Rech-
nung rechtfertigen. (3.8) folgt aus Satz 2.5.19 und der Tatsache, dass Weil-
Differentiale auf Hauptadelen verschwinden. Fiir P € Pp\{Pi,...,P,} gilt
vp(z) > —vp(w), da z € L(G) und w € Qp(G — D) ist, deshalb folgt aus
(3.5) wp(xz) = 0. Das beweist (3.9). Schlussendlich folgt (3.10) aus (3.7).
Daher ist Cq(D,G) C Cc(D,G)*.

Es geniigt jetzt zu zeigen, dass die Codes Cq(D,G) und C¢ (D, G)* diessel-
be Dimension haben. Aus den Sétzen 3.1.2, 3.1.7 und aus der Definition des
Spezialititsindex 2.5.1 folgt:

dimCq(D,G) = i(G— D) —1i(G)
= dim(G—D)—deg(G—D)—-1+yg
—(dimG — degG — 1+ g)
= degD +dim(G — D) —dimG
n — (dim G — dim(G — D))
= n—dimC(D,G) =dimC,(D,G)*.

O
Als nichstes wollen wir zeigen, dass Cq(D, G) als C¢(D, H) mit einem

geeigneten Divisor H dargestellt werden kann. Daraus wird dann ersichtlich,
dass die beiden Definitionen ein und dieselbe Klasse von Codes, ndmlich die
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geometrischen Goppa-Codes, beschreiben. Fiir diesen Zweck bendtigen wir
zunichst den folgenden Hilfssatz.

Hilfssatz 3.1.9 Es gibt ein Weil-Differential n mit den folgenden FEigen-
schaften:

vp,(n) =—1 und np(l)=1 fir i=1,...,n.

Beweis. Wihle ein beliebiges Weil-Differential wy # 0. Nach dem schwa-
chen Approximationssatz 2.2.7 gibt es ein Element z € F mit vp(z) =
—vp,(wp)—1fiiri = 1,...,n. Setze w := zwy, dann erhalten wir vp, (w) = —1.
Daher gilt nach (3.4) a; := wp,(1) # 0. Wieder gibt es nach dem schwachen
Approximationssatz 2.2.7 ein Element y € F, sodass vp,(y — a;) > 0 ist.
Es folgt: vp,(y) = 0 und y(P;) = a;. Wir setzen 1 := y~lw und erhalten
vp,(n) = v, () = —1 und

np,(1) =wp(y ) =y H(P) wp(l) =a; " -a; = 1.

O

Satz 3.1.10 Sei n ein Weil-Differential mit vp,(n) = —1 und np,(1) =1
firi=1,...,n. Dann gilt

CL(DaG)J— = CQ(DaG) = CL(DaD -G+ (77))

Beweis. Beachte, dass supp (D — G + (n)) N supp D = 0 ist, da vp,(n) = —1
fir i = 1,...,n gilt. Daher ist C¢(D, D — G + (n)) wohldefiniert. Nach Satz
2.6.3 gibt es einen Isomorphismus u : L(D — G+ (1)) — Qp(G — D) definiert
durch u(z) := zn. Fir z € L(D — G + (n)) gilt nach (3.7)

(@n)p; (1) = np () = 2(B) - np;(1) = 2(B).

Daraus folgt Cqo(D,G) = Cc(D,D — G + (n))- O

Wir kénnten Satz 3.1.10 zum Beispiel dazu verwenden um einen anderen
Beweis von Satz 3.1.7 — und zwar als direkte Folgerung aus Satz 3.1.2 — zu
geben. Als Nichstes wollen wir noch zeigen, dass zu G dquivalente Diviso-
ren, diesselben geometrischen Goppa-Codes definieren.

Satz 3.1.11
(a) Angenommen G1 und G4 sind Divisoren mit Gy ~ G2 und

supp G'1 Nsupp D = supp G2 Nsupp D = (.
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Dann sind die Codes C(D,G1) und Cr(D,G2) dquivalent. Dasselbe gilt fiir
CQ(D, Gl) und CQ(.D, Gg)

(b) Umgekehrt gilt: Wenn C C ¥y ein zu Cr(D, G) (bzw. 2u Co(D,G)) dqui-
valenter Code ist, dann gibt es einen Divisor G' ~ G, sodass supp G'Nsupp D
=0 und C = Cr(D,G") (bzw. C = Cq(D,G")) ist.

Beweis. (a) Nach Annahme ist Gy = G1—(2) mit vp,(2) =0firi=1,...,n.
Dabher ist a := (2(P1),...,2(Pyn)) € (F,\{0})". AuBerdem ist die Abbildung
x — zz von L(G1) nach £(G2) bijektiv (nach Hilfssatz 2.4.9). Das zeigt
Cc(D,G3) = a-Cr(D,Gy). Die Aquivalenz von Cq(D,G1) und Cq(D, G2)
beweist man dhnlich.

(b) Sei C = a-Cr(D,G) mit a = (ai,...,a,) € (F;\{0})". Nach dem Ap-
proximationssatz 2.2.7 gibt es ein z € F mit z(F;) = a; (1 = 1,...,n) und
setze G' := G — (z). Dann ist C = Cz(D, G"). O

Dieser Satz hat die folgende Konsequenz: Falls G ein Divisor ist, dessen
Tréger nicht disjunkt zu supp D ist, kénnen wir immer noch einen geome-
trischen Goppa-Code Cr(D,G) assoziiert zu D und G definieren. Wihle
némlich einen Divisor G' ~ G mit suppG' N suppD = ( (das ist nach
dem schwachen Approximationssatz 2.2.7 moglich) und setze Cr(D,G) :=
Cr(D,G"). Die Wahl von G’ ist nicht kanonisch, daher ist nach Satz 3.1.11
Cr(D,G) nur bis auf Aquivalenz wohldefiniert.

3.2 Konstruktion nach Xing - Niederreiter - Lam
und Ozbudak - Stichtenoth

Kiirzlich haben C. P. Xing, H. Niederreiter und K. Y. Lam eine Reihe
von neuen Konstruktionen von Linearcodes, basierend auf algebraischen
Funktionenkérpern, entdeckt (siehe [15], [25] und [26]). Diese neuen Kon-
struktionen unterscheiden sich wesentlich von Goppas Konstruktion der geo-
metrischen Goppa-Codes, die wir im letzten Kapitel kennengelernt haben.
Wiéhrend Goppa nur die Auswertung von Funktionen (bzw. von Weil-Differe-
ntialen bei 1) verwendet, machen Xing, Niederreiter und Lam wesentlichen
Gebrauch von P-adischen Potenzreihenentwicklungen, nicht speziellen Divi-
soren, usw.

Diese neuen Codes haben sich als dquivalent zu gewissen geometrischen
Goppa-Codes herausgestellt. Wir werden sie im néchsten Abschnitt kennen-
lernen. In diesem Abschnitt wollen wir eine Verallgemeinerung der Konstruk-
tion von Xing, Niederreiter und Lam betrachten, die dquivalent zu Goppas
Konstruktion ist, und von F. Ozbudak und H. Stichtenoth stammt (siche
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[16]).

Die grundsétzliche Idee dabei ist recht einfach: Seien G1 und G4 zwei Di-
visoren eines algebraischen Funkionenkérpers iiber F; mit G; < G2. Dann
ist £(G1) ein Unterraum des Vektorraumes £(G2) iiber F,. Wenn wir daher
eine Basis von £(G5) wihlen, dann bilden die Koordinatenvektoren der Ele-
mente von £(G1) einen linearen Code iiber F; der Lange n = dim(L(G3))
und mit Dimension ¥ = dim(L£(G1)). Wir werden eine leicht verbesserte
Variante dieser Idee verwenden. Klarerweise miissen dabei die Basis, sowie
die Divisoren G1 und G2 geeignet gewihlt werden, denn nimmt man zum
Beispiel eine Basis von £(G1) und erweitert diese zu einer Basis von £(G3),
dann erhilt man einen uninteressanten Linearcode mit Minimaldistanz 1.

Es sei F//F, ein algebraischer Funktionenkérper mit Geschlecht g. Wir
wéhlen einen nicht speziellen Divisor B und n verschiedene rationale Stellen
P,...,P,. Fir 1l < j <n betrachten wir den Vektorraum

L(B+ P)).

Dann ist £(B + P;)\L(B) nichtleer. Da ndmlich B als nicht speziell voraus-
gesetzt war, folgt mit Hilfsatz 2.6.12

dim(B + P;) = dim(B) + 1.

Wir wahlen Elemente
fi € L(B+ P;)\L(B) (3.11)

fiir jedes 1 < j < n. Dann gilt der folgende Hilfssatz:

Hilfssatz 3.2.1 Seien fi, fo,...,fn wie in (3.11), dann hat jedes f €
L(B+ > | P;) eine eindeutige Darstellung der Form

n
f:Zcifi+w, mit ¢; €Fy; und we L(B).

=1

Beweis. Es sei s := dim B und gy, ..., gs eine Basis von £(B). Zunichst gilt
wieder mit Hilfssatz 2.6.12

dim (B + i B) = dim(B) + n.

i=1
Es geniigt also zu zeigen, dass fi,..., fn,91,---,9s, linear unabhéngig iiber
[Fy sind.
Sei dazu
n S
Zaifi + ijgj =0
i=1 j=1
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mit a;,b; € Fy;. Angenommen ap, # 0 fiir ein 1 < h < n. Dann gilt
S
—apfn = Z a; fi + Z bjgj. (3.12)
i#h j=1
Nach Konstruktion der f;, g; erhalten wir die Ungleichungen
VPh(_a'hfh) = VPh(fh) < _VPh(B) —1

und

S

v, | Y_aifi+ Y bigj | > —vp,(B).
i#h j=1

Diese zwei Ungleichungen sind ein Widerspruch zu (3.12). Daher ist a; =

az = --- = ap = 0 und nach Wahl der g; ist daher auch by = --- = by = 0.
Daraus folgt die Behauptung. O

Als néchstes betrachten wir die IFy-lineare Abbildung
F?

LB+ P) — ;

Diese Abbildung ist klarerweise surjektiv und besitzt den Kern ker(a) =

L(B).
Sei A ein weiterer Divisor mit den folgenden Eigenschaften:
A>0 und suppAN{P,...,P,}=0. (3.14)
Dann definieren wir den folgenden Code:

Definition 3.2.2 Seien B, Py,..., P,, A und die Abbildung « wie vorher.
Dann definieren wir den Code Cys(B; Py, ..., Py; A) CFy durch

n
Cys:=Cns(B;Py,...,P;A) =a (c <B+ZP,-—A)> .

i=1

Wir wollen als Nichstes zeigen, dass die so erhaltenen Codes in Wirk-
lichkeit geometrische Goppa-Codes sind.

Wir betrachten also den Code

Cys = CNS(B;Pla---apn;A)a
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wobei B ein nicht spezieller Divisor ist, Pi,..., P, verschiedene rationale
Stellen sind und A ein positiver Divisor mit supp AN{P,..., P} = 0 ist.
Mit Hilfe des schwachen Approximationssatzes 2.2.7 finden wir ein Element
z € F mit

VPi(z_fiil) = _VPi(fi) +1, 21=1,...,n.

Es gilt dann
vp(2fi)) =0 und  (zf;)(F) =1,

fiir i = 1,...,n. Wir definieren den Divisor:
n
G:=B+) P—A-(a).
=1
Es gilt dann der folgende Satz:
Satz 3.2.3 Seien A, B, Py,..., P,, und G wie vorhin. Dann gilt

Cns(B;Pi,..., Py A) = Co(Pi+ - + Po, G).

Beweis. Zunichst sei bemerkt, dass
vp,(G) = vp,(B) + 1 —vp(2) = —vp(fi) —vei(2) =0

fir i = 1,...,n gilt, daher ist suppG N {Py,...,P,} = (. Betrachte die
Auswertungsabbildung

{ LG — 7
ev: h —  (h(P1),...,h(P))

und die Abbildung

J L(B+YL Pi—A) — L(G),
90'{ f —  zf.

Die Abbildung ¢ ist ein Fy-linearer Isomorphismus (siehe Hilfssatz 2.4.9 (b)).
Wir betrachten jetzt das folgende Diagramm:
N

— L(G)
vd
Fy
wobei o : L(B + Y | P, — A) — Fy durch (3.13) definiert ist. Wie man
leicht sieht ist dieses Diagramm kommutativ. Sei ndmlich

feE(B+ZH—A>,

i=1
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dann erhalten wir

f=) cfitw
1=1

mit ci,...,¢, € F, und w € L£(B) (das geht nach Hilfssatz 3.2.1). Daher ist
(€1y---,¢n) = a(f). Andererseits gilt

(zf)(P) = (Z cizfi +Zw> (P;) = ¢;(2f;)(P}) = ¢;

1=1

fiir alle 1 < j < n, nach Wahl von z und da vp,;(2f;) = vp,(2) + vp,(fi) >

—vp,(B) + 1+ vp;(B) =1 > 0 und genauso vp,(zw) > 1 > 0 ist. Also gilt
ev(p(f)) = a(f). Daher folgt

Cys =« (E (B—FER:B—A)) =ev(L(G)) =Ce(PL+---+ P, G).
i=1
O

Als Folgerung erhalten wir sofort Abschitzungen fiir die Parameter des
Codes Cyrs(B; Py, ..., Py A).

Satz 3.2.4 Es sei B ein nicht spezieller Divisor, Py,..., P, verschiedene
rationale Stellen, sowie A ein Divisor mit (3.14). Zusdtzlich gelte deg A >
deg B. Dann ist Cnxrs(B; Py, ..., Py; A) ein [n,k,d]-Code mit

k>degB—degA+n+1—g wund d>degA—degB.

Beweis. Folgt sofort aus Satz 3.2.3 und Satz 3.1.3. O

Aus dem Beweis von Satz 3.2.3 sieht man auflerdem leicht, dass jeder
geometrische Goppa-Code als ein Code Cyrg, mit geeigneten Divisoren, dar-
gestellt werden kann. In diesem Sinne sind diese beiden Konstruktionen
dquivalent.

3.3 Einige spezielle Klassen von Goppa-Codes

In diesem Abschnitt wollen wir zunéchst geometrische Goppa-Codes unter-
suchen, die mit Hilfe von Divisoren des rationalen Funktionenkorpers defi-
niert werden.

Definition 3.3.1 Ein geometrischer Goppa-Code Cr (D, G) assoziiert mit
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Divisoren G und D des rationalen Funktionenkérpers F,(z)/F,; nennt man
rational (wir nehmen wieder stets an, dass D = P; + - - - + P,, mit paarweise
verschiedenen rationalen Stellen und supp GNsupp D = ) gilt).

Beachte, dass die Linge von C(D,G) durch g + 1 beschrinkt ist, da
F,(2) nur ¢ + 1 rationale Stellen besitzt, ndmlich den Pol Py, von z und fiir
jedes a € F, die Nullstelle P, von z — « (siehe Satz 2.3.1). Das folgende
Resultat ist eine sofortige Konsequenz aus Abschnitt 3.1.

Satz 3.3.2 Sei C = Cr(D,G) ein rationaler geometrischer Goppa-Code
iber Fy, und seien n,k,d die Parameter von C. Dann gilt:

(a) n <q+1.

(b) k=0 <= degG <0, undk=n <= degG >n—2.

(c) Fir 0 < degG <n—2 gilt,

k=14+degG und d=mn—degQ.

Insbesondere ist C' daher ein MDS Code.
(d) C* ist ebenfalls ein rationaler geometrischer Goppa-Code.

Als néchstes berechnen wir die Generatormatrix eines rationalen geome-
trischen Goppa-Codes.

Satz 3.3.3 Sei C = Cr(D,G) ein rationaler geometrischer Goppa-Code
iber Fy; mit Parametern n,k und d.

(a) Falls n < q ist, gibt es paarweise verschiedene Elemente o, ..., o € Fy
und v1,...,v, € F,\{0} (nicht notwendig verschieden), sodass

C= {(Ul ' f(al)av2 ' f(a2)7' <o Un - f(an)) |f € Fq[z] und degf < k— 1}
Die Matriz

lvl /U2 ) fun
a1v1 Q22 T QnUn
2 2 2
M=| @v ojvg - apUn (3.15)
k—1 k—1 k—1
Qi U] Gy U s Oy Up

ist eine Generatormatriz von C'.
(b) Falls n = q+ 1 ist, hat C die folgende Generatormatriz

U1 V2 Un—1 0
iU Q9 apvp—1 0
2 2 2
M=| v 030 apvn-1 0 (3.16)
k—1 k—1 k—1
) UL 0y U2 a; vp—1 1



wobei Fy = {a1,...,an_1} und vi,...,vp—1 € F,\{0}.

Beweis. (a) Sei D = P +--- 4+ P,. Da n < q ist, gibt es eine rationale
Stelle P, die nicht im Triger von D liegt. Wihle eine rationale Stelle () # P
(z.B. Q = P1). Nach dem Satz von Riemann-Roch 2.6.4 gilt dim(Q —P) =1,
daher ist nach Folgerung 2.4.15 Q — P ein Hauptdivisor. Sei Q@ — P = (2).
Dann ist z ein erzeugendes Element des rationalen Funktionenkoérpers iiber
Fy, und P ist ein Poldivisor von z. Wie gew6hnlich schreiben wir P = P,.
Nach Satz 3.3.2 kénnen wir annehmen, dass degG = k — 1 > 0 sei, denn
der Fall £ = 0 ist trivial. Der Divisor (k — 1)Py, — G hat Grad 0, daher
ist er ein Hauptdivisor (wieder nach dem Satz von Riemann-Roch 2.6.4 und
Folgerung 2.4.15). Sei (k — 1) Poo — G = (u) mit 0 # u € F. Die k Elemente
U,z - Uy...,2° "1 -y sind in £(G), und sie sind linear unabhingig iiber F,.
Da dim G = k ist, bilden sie eine Basis von £(G), das heifit

L(G)={u-f(z)|f € Fylz] und deg f <k —1}.
Wir setzen a; := z(F;) und v; := u(P;) und erhalten
(u- f(2))(B) = u(B) - f(2(F)) = vi - f(ow)
fir i =1,...,n. Daher gilt
C=0Cc(D,G)={(v1- f(ea),...,vn" fowm)) | deg f <k — 1}

Das Codewort in C, das zu u - 2/ gehort, ist (1)104{,’020[;, ..., vnad), daher
ist die Matrix (3.15) eine Generatormatrix von C.

(b) Der Beweis ist im Wesentlichen derselbe wie der im Fall n < ¢. Doch
jetzt gilt n = ¢+ 1, und wir kénnen ein Element z so wihlen, dass P, = Py,
der Pol von z ist. Wie oben haben wir (k —1)Poo — G = (u) mit 0 #u € F
und {u,z - u,...,2""1 - u} ist eine Basis von L(G). Fiir 1 <i<n—-1=g¢q
sind die Elemente «; := z(P;) € F, paarweise verschieden, daher gilt F, =
{a1,...,an_1}. Weiters ist v; := u(P;) € F,\{0} firi = 1,...,n — 1. Fir
0 < j <k — 2 erhalten wir

((UZJ)(Pl), R (UZJ)(Pn)) = (ajl.vla s 70‘%71’0n71a O)a
aber fiir j = k — 1 folgt
(") (P, ..o, (w2t ) (Pa)) = (o1, g Zj0n-1,7)

mit einem Element 0 # v € F,. Wenn wir u durch 7 'u ersetzen, erhalten

wir die Generatormatrix (3.16). O

Um den zum rationalen geometrischen Goppa-Code C = C(D, G) dua-
len Code zu berechnen, benétigen wir nach Satz 3.1.8 und 3.1.10 ein Weil-
Differential w von F;(z), sodass

vp(w)=—1 und wp(l)=1 fir i=1,...,n. (3.17)
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Hilfssatz 3.3.4 Betrachte den rationalen Funktionenkdrper F = Fy(z) und
n verschiedene Elemente ov,..., o, € Fy. Sei P; € Pp eine Nullstelle von
z—a; und h(z) == [[}_,(z — ;). Angenommen y ist ein Element von F mit
y(P;) =1 firi =1,...,n. Dann gibt es ein Weil-Differential w von F/F,
mit der Eigenschaft (3.17) und dem Divisor

(w) = (y) + (I (2)) = (h(2)) — 2P

(wobei h'(z) € Fy[z] die Ableitung des Polynomes h(z) bezeichnet).

Beweis. Nach Satz 2.6.10 gibt es ein Weil-Differential n von F mit () =
—2Py und np, (271) = —1. Wir setzen

w:=y- (h(2)/h(2)) - n.

Der Divisor von w ist (w) = (y) + (h'(2)) — (h(z)) — 2Pw, insbesondere gilt
vp,(w) = —1 fir i = 1,...,n. Wir miissen zeigen, dass wp,(1) = 1 ist. Dazu
schreiben wir h(z) = (z — @;)gi(z). Dann folgt

h'(2) <g'-(z) 1 ) 1

. = ]_ —I— — 1 . L + = + u
Ve ST e tee) T e

mit v € F und vp,(u) > 0 (da vp,(y —1) > 0 und vp,(gi(2)) = 0 ist). Da

nach Satz 2.6.10 (c) und Satz 2.5.20 (a) np,((z — @;)~!) = 1 und 7p, (u) = 0

ist, erhalten wir

wp, (1) = np, (y ’;:((5))) =P (z_laz +u> = 1.

Beachte, dass man mit Hilfe von Hilfssatz 3.3.4 - kombiniert mit den
Sétzen 3.1.8, 3.1.10 und 3.3.3 - eine Kontrollmatrix fir Cz(D,G) angeben
kann.

g

Beispiele fiir rationale geometrische Goppa-Codes kennen wir bereits:
BCH-Codes. Der nichste Satz stellt die Verbindung her.

Satz 3.3.5 Sei n|¢™ — 1 und B € Fyn eine n-te primitive Einheitswur-
zel. Sei F' = Fym (z) der rationale Funktionenkérper tber Fym und Py (bzw.
P, ) die Nullstelle (bzw. der Pol) von z. Firi=1,...,n bezeichne P; die
Nullstelle von z — 81, und wir setzen Dg := P + -+ P,. Angenommen
a,b € Z sind ganze Zahlen mit 0 < a+ b < n — 2. Dann gilt:

(a) Cc(Dg,aPy + bPy) = C(n,l,0) mit |l = —a und 6 = a + b+ 2 (fir
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C(n,l,6) siehe Definition 1.6.1).
(b) Der zu C(Dg,aPy + bPy) duale Code ist gegeben durch

Cr(Dg,aPy + bPy)" = C(Dg,mPy + sPx)

mit T = —(a+1) und s = n —b— 1. Daher ist der BCH-Code C(n,1,6)"|r,
die Einschrinkung des Codes Cr(Dg,rPy + sPy) auf Fy, mit r =1 —1 und
s=n+1—-0—1

Beweis. (a) Wir betrachten den Code C(Dg, aPy+bPy), wobei 0 < a+b <
n — 2 ist. Die Elemente z7% - 27 mit 0 < j7 < a + b bilden eine Basis von
L(aPy + bPy). Daher ist die Matrix

1 ,B_a 18—211 . (ﬁn—l)—a
1 ﬂfaql—l ﬁ72a+2 e (ﬂnfl)faql—l
i /8*0,4:(04+b) ﬂ72a+.2(a+b) . (ﬂnfl);a+(a+b)
eine Generatormatrix von Cr(Dg,aPy + bPy). Setzen wir [ := —a und § :=

a+b+2, dann erhalten wir (1.1), daher ist Cz(Dg, aPy + bPy) = C(n,l,9).
(b) Wir verwenden die Bezeichnungen von Hilfssatz 3.3.4 und setzen

n

y:=2"" und h(z):= H(z — B =" —1.
=1

Nach Satz 3.1.10 ist Cz(Dg,aPy + bPs)® = Cz(Dg, B) mit
B = Dg—(aPy+bPx)+ (z ")+ (h'(2)) — (h(2)) — 2P
= Dg— (aPy+ bPy) + n(Psx — Py) + (n — 1)(Py — Px)
—(Dg — nPs) — 2Ps

= (—a—1)Py+ (n—b—1)Px.
Da nach (a) | = —a und 6§ = a+b+2 ist, finden wir C(Dg, aPy +bPy)t =
Cr(Dg,rPy+ sPx) mit s=n—b—-1=n—(—a—2)—1=n+1-6—1
undr=-a—-1=1[0-1. O

Satz 1.6.2, der eine Schranke fiir die Minimaldistanz eines BCH-Codes
angab, erhalten wir nun als einfache Folgerung.

Folgerung 3.3.6 Die Minimaldistanz eines BCH-Codes mit konstruierter
Minimaldistanz 0 ist mindestens 0.

Beweis. Nach Satz 3.3.5 konnen wir einen BCH-Code in der Form C =
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Cr(Dg,rPy+5Px)|r, darstellen. Die Minimaldistanz von Cz(Dg, rPy+sPe)
ist nach Satz 3.3.2 und Satz 3.3.5 (b)

d=n—deg(rPy+ sPx)=n—(l—-1)+(n+1-6-1)) =0.

Da die Minimaldistanz bei der Einschrinkung auf F, nicht kleiner werden
kann, ist die Minimaldistanz von C' > 4. O

Als nichstes wollen wir zwei Klassen von geometrischen Goppa-Codes
betrachten, die auf der P-adischen Potenzreihenentwicklung beruhen, wobei
P € Pp eine rationale Stelle ist. Die Konstruktionen dieser Codes stammen
von Xing, Niederreiter und Lam (siehe [25]), deshalb werden wir sie XNL-
Codes nennen.

Ab jetzt sei also F'//IF, wieder ein beliebiger algebraischer Funktionenkér-
per mit Geschlecht g. Gegeben seien n + 1 verschiedene rationale Stellen
Py, P,..., P, und ein Divisor £ > 0 mit deg E = 2g und P, ¢ supp E.
Als erstes wollen wir eine spezielle Basis von £(E) wéhlen.

Hilfssatz 3.3.7 Es gibt eine Basis wo, w1, ..., wy von L(E), sodass

vpo(wy) =ng mit 0=mng<ng <+ <ng<2g.

Beweis. Zunichst gilt nach dem Satz von Riemann-Roch 2.6.4, dass
dimE =g+ 1. (3.18)

Auflerdem folgt dim(E — Py,) = g und dim(E — (29 + 1)Py) = 0. Deshalb
existieren ganze Zahlen

0=mn9<ny <---<ng<2g,

sodass
dim(E — niPy) = dim(E — (n; + 1) Py) + 1,

fir 0 <[ < g ist. Fiir jedes 0 <[ < g wéhlen wir ein Element
wy € L(E —niPoo)\L(E — (n; + 1) Py).

Nach Konstruktion gilt vp_(w;) = n;. Wegen (3.18) geniigt es zu zeigen,
dass wp, ..., wy linear unabhéngig iiber IF; sind. Angenommen wir haben

g
Z aqw; =0
=0
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mit a; € Fy; und ay # 0 fiir ein 0 < k£ < g. Wir nehmen an, dass k£ minimal
mit dieser Eigenschaft ist. Dann gilt

9
AW = — Z ajwy 75 0.
I=k+1

Nun gilt einerseits: vp (apwg) = 1, andererseits:

g9
vp., (— Z alwl> >  min {I/p00 (w))} = ng1 > ng.-

Nl k+1<I<g
Das ist ein Widerspruch, und damit ist der Hilfssatz bewiesen. O

Wie in der Konstruktion in Kapitel 3.2 (siehe (3.11)) wihlen wir fiir
1 < 7 < n Elemente
[i € L(E + P;)\L(E). (3.19)

Das ist — genauso wie dort — mdglich nach dem Satz von Riemann-Roch
2.6.4, indem wir beachten, dass deg E = 2g ist.

Hilfssatz 3.3.8 Die Elemente wo, w1, ..., wq, f1, f2,..., fn aus Hilfssatz 3.3.7
bzw. (3.19) sind linear unabhingig iber Iy, .

Beweis. Man zeigt dies genauso wie im Beweis von Hilfssatz 3.2.1. d

Wir wahlen nun einen lokalen Parameter ¢ fiir P, und setzen

{t’" fir ¢ {ng,...,ng},
iy 1=

wy fir r=mn;€{ng,...,ng}
fir r = 0,1,2,..., wobei ng,...,ny wie in Hilfssatz 3.3.7 sind. Dann gilt

vp,(t;) = r fir alle r > 0. Jedes f; besitzt nach Satz 2.7.8 eine Py-
Potenzreihenentwicklung beziiglich der Folge (tr),.zo der Form

00
fj = Z a'rjt'r (320)
r=0

mit a,; € F, (man beachte: wegen Py, ¢ supp (E + P;) fir 1 < j < n ist

Wir wihlen eine feste ganze Zahl m mit ¢ < m < n und definieren den
Vektor c; € ]F;” fir 1 < j < n durch

Cj = (anoj,alj, . ,anlj,. .. ,(J,ngj,... ,am+gj),
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wobei 7 bedeutet, dass der zugehorige Eintrag weggelassen wird. Der Ein-
fachheit halber schreiben wir

Cj = (Clj,CQj, e ,ij).

Definieren wir jetzt eine m x n-Matrix H iiber [F, durch

C11 Ci2 - Cip
C21 C2 - C2p
_ (T T Ty _
H_(clacQa acn)_
Cml Cm2 " Cmn

Definition 3.3.9 Wir bezeichnen mit Cr = Cp(Px, P1, ..., Py; E;m) den
Linearcode mit Kontrollmatrix H und nennen ihn einen XNL-Code 1.Art.

Der Code Cp ist ein Linearcode der Linge n. Wir zeigen zunéchst, dass
er in die Klasse der geometrischen Goppa-Codes fillt, indem wir ihn auf die
Konstruktion in Kapitel 3.2 zuriickfiihren.

Satz 3.3.10 Gegeben seien n+ 1 verschiedene rationale Stellen Py, P, ...,
P, ein positiver Divisor E mit deg E = 2g und Py, ¢ supp E und eine
positive ganze Zahl m mit g < m < n. Dann gilt

Cr(Pso, P1,...,Pp; E;m) = Cys(E; Py, ..., Po; (m + g+ 1) Pyo).

Beweis. Seien f; wie in (3.19) und betrachte ihre P,- Potenzreihenentwick-
lung (3.20). Aus der Definition des Codes Cr wissen wir, dass der Vektor
c=(c1,...,cn) € Fy genau dann ein Codewort von Cf ist, wenn

n
Zaﬁci =0 firalle j€{0,...,m+g}\{no,--.,ng},
=1

wobei die n; wie in Hilfssatz 3.3.7 definiert werden. Daraus folgt

n n o o n
Saf - Yo (zt) 3 (z ) "
=1 =1 r=0 r=0 =1
n n
= Z ( arici) Wy + Z ( arici> ty
ré{ng,...,ng} \i=1 r>m+g+1 \i=1

= w+u,

mit w € L(E) und v mit vp,_(u) > m+ g + 1. Es folgt, dass

n
u€LE+Y P~ (m+g+1)Py).
=1
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Daher ist ¢ ein Codewort von Cs.
Umgekehrt sei ¢ = (cy,...,¢,) ein Codewort von Cys. Dann gibt es ein
feLE+DT | Pi—(m+ g+ 1)Py), welches sich in der Form

F=Y cfi+w
i=1

darstellen 148t, wobei ¢; € F, fir i« = 1,...,n und w € L(E) ist. Man
beachte, dass nach Hilfssatz 3.3.8 wy, . .., wy, f1, ..., fn eine Basis von £L(D+
>, Pi) bilden. Daher kann jedes Element von

E(E+ZB—(m+g+1)Poo> gc<E+ZP,->
=1 =1

eindeutig in obiger Form geschrieben werden. Betrachten wir die Py-Potenz-
reihenentwicklung von f beziiglich der Folge (¢,),cz, dann erhalten wir mit
Hilfe von (3.20)

[ = ici (ia”’tr) +w = i (iciam) tr +w
i=1 r=0

r=0 \z=1

= ¥ (i ciarz’) trtw+ Y (i cmm) :

r@{no,ng} \i=1 re{norng} \im1

Davp (f)>(m+g+1)—vp (E)=m+ g+ 1 ist, erhalten wir
n
Zcia,«i =0
i=1
fir r € {0,...,m + g}\{no,...,ny} und

n
w= — E CiQpj | -
re{no,...,ng} =1

Damit ist ¢ ein Codewort von Cr und somit der Beweis gefiihrt. O

Folgerung 3.3.11 Der Linearcode Cr(Px, Py, ..., Py; E;m) ist ein [n, k,d]-
Code 1iber Fy mit
k>n—m und d>m—g+1.

Beweis. Folgt sofort aus Satz 3.3.10 und Satz 3.2.4. d
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Wir wollen noch eine zweite Konstruktion betrachten, die ebenfalls auf
der Potenzreihenentwicklung an einer rationalen Stelle beruht. Anstatt des
Divisors F vom Grad 2g verwenden wir diesmal einen nicht speziellen Di-
visor D > 0 mit deg D = g, das heifit wir haben dim D = 1. Der folgende
Hilfssatz sichert die Existenz eines solchen Divisors.

Hilfssatz 3.3.12 Der algebraische Funktionenkirper F /I, besitzt einen nicht
speziellen Divisor D > 0 mit deg D = g in jedem der folgenden Fdlle:

(a) F/F, ist der rationale Funktionenkorper.

(b) F/F, hat Geschlecht g =1 (in diesem Fall nennt man F einen ellipti-
schen Funktionenkdrper).

(c) F/Fy hat mindestens vier rationale Stellen, wenn q = 2 ist, und minde-
stens zwei rationale Stellen, wenn q > 3 gilt.

Beweis. (a) Wihle D gleich dem Nulldivisor.

(b) Nach der Hasse-Weil-Schranke 2.8.8 besitzt F'/F, mindestens eine ratio-
nale Stelle P. Wihle D = P, dann gilt deg D =1 = g und dim D =1 (nach
dem Satz von Riemann-Roch 2.6.4).

(c) Einen Beweis findet man z.B. in [13]. O
Seien Py, Pi,...,P, n + 1 verschiedene rationale Stellen. Wie vorhin

wéhlen wir fiir 1 < 5 < n Elemente
gj € L(D + Pj))\L(D). (3.21)

Dies ist aufgrund des Satzes von Riemann-Roch moglich, da D nicht speziell
ist (siehe (3.11) und (3.19)). Dann gilt

Hilfssatz 3.3.13 Die Elemente 1,g1,...,9, aus (3.21) bilden eine Basis
von L(D + 37 | P).

Beweis. Zeigt man genauso wie im Beweis von Hilfssatz 3.2.1. O

Waihle einen lokalen Parameter ¢ von P, und betrachte die P- adische
Potenzreihe von g; beziiglich ¢

o0
gi=t"" ) byt
r=0

wo v = vp, (D) > 0 und alle Koeffizienten b,; € F; sind. Fir 1 < j <n

definieren wir
o — by_1j fir 1<r<uw,
E b,; fir r>ov+1L

Wir wihlen wieder ein festes m mit ¢ < m < n und setzen

C]' = (Clj,CQj,...,ij) = F;n
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Schlussendlich definieren wir die m x n-Matrix H durch

H= (I, ... .

Definition 3.3.14 Der Code Cs = Cs(Pu, P, P2, .., Pp; Dym) C Fy st
der Linearcode mit Kontrollmatrix H. Wir nennen ihn XNL-Code 2.Art.

Wie vorhin erhalten wir die folgenden Aussagen:

Satz 3.3.15 Gegeben seien n+1 verschiedene rationale Stellen Py, Py, ..., Py,
ein nichtspezieller Divisor D > 0 mit deg D = g und eine positive ganze Zahl
m mit g < m < n. Dann gilt

Cs(Pso, P1y...,Py; D;m) = Cns(D; Py, ..., Pry (m + 1)Py).

Beweis. Der Nachweis verlduft genauso wie Satz 3.3.10. O

Folgerung 3.3.16 Der Linearcode Cs(Px, Py, ..., Pp; D;m) ist ein [n, k,d]-
Code 1iiber Fy mit

k>n—m wund d>m—g+1.

Beweis. Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus Satz 3.3.15 und Satz 3.2.4.
O

3.4 Geometrische Goppa-Codes und die asympto-
tische Gilbert-Varshamov-Schranke

In diesem Abschnitt werden wir sehen, dass geometrische Goppa-Codes eine
gute Familie von Codes sind (siehe Definition 1.5.14). Um gute Codes zu
konstruieren, benétigen wir lange Codes. Betrachten wir also lange geo-
metrische Goppa-Codes. Gegeben sei ein algebraischer Funktionenkorper
F/F, mit N = N(F) rationalen Stellen. Dann ist die Lénge eines geo-
metrischen Goppa-Codes Cr(D,G) assoziiert zu den Divisoren D und G
von F' beschrinkt durch N, da D die Summe von rationalen Stellen ist.
Tatséchlich stellt dies die einzige Einschrinkung an die Linge eines geome-
trischen Goppa-Codes dar.

Hilfssatz 3.4.1 Seien Py,..., P, verschiedene rationale Stellen von F/F,.
Dann gibt es fir jedes r > 0 einen Divisor G mit deg G = r und P; ¢ supp G
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firi=1,...,n.

Beweis. Der Hilfssatz ist trivial, falls eine weitere rationale Stelle @) exi-
stiert, die verschieden von P, ..., P, ist. In diesem Fall setzen wir G := rQ).
Falls Pi,..., P, alle rationalen Stellen von F/F, sind, wihlen wir einen Di-
visor G ~ rPj, sodass vp,(G) = 0 ist, fiir i = 1,...,n. Dies ist méglich nach
dem schwachen Approximationssatz 2.2.7. O

Die Hasse-Weil-Schranke gibt uns eine Schranke fiir die Anzahl der ra-
tionalen Stellen von F/F, an.

Tsfasman, V1idut und Zink gaben 1982 eine ,explizite“ Beschreibung ei-
ner Folge von geometrischen Goppa-Codes iiber Fy2, deren Rate und relative
Minimaldistanz gegen die asymptotische Gilbert-Varshamov-Schranke kon-
vergieren (siehe [22]). Thre Konstruktion verwendet so genannte Shimura-
Modular-Kurven und benétigt viel algebraische Geometrie. Die Funktio-
nenkorper, die von Tsfasman, V1idut und Zink verwendet wurden, sind
Beispiele fiir die Richtigkeit des folgenden Satzes, den wir nicht beweisen.

Satz 3.4.2 Es sei ¢ = p® mit p > 7 eine Primzahl. Dann gibt es eine Familie
algebraischer Funktionenkdrper F(”)/sz mit Geschlecht g%) = g(F)) —
o so, dass die Anzahl N = N(F(”)) der rationalen Stellen gegen unend-
lich konvergiert, aber g) /N®) gegen 1/(p — 1) geht.

Beweis. Einen Beweis findet man in [21]. O

Mit Hilfe dieses Satzes kann man die Existenz einer guten Familie von
geometrischen Goppa-Codes sofort ableiten. Zunichst definieren wir:

Definition 3.4.3
(a) Ny(g) := max{N(F)|F ist ein algebraischer Funktionenkérper iiber F,
mit Geschlecht g}.

(b) A(q) := limsup,_,., Ny(9)/g-
Satz 3.4.4 (Drinfeld-Vladut-Schranke)  A(q) < ¢*/% — 1.

Beweis. Einen Beweis, der den Satz von Hasse-Weil 2.8.7 verwendet, fin-
det man z.B. in [19]. O

Folgerung 3.4.5 A(q) = ¢/2 — 1, falls ¢ = p? mit p > 7 eine Primzahl
1st.

Beweis. Folgt aus Satz 3.4.2 und der Drinfeld-V1ddut-Schranke 3.4.4. O
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Es sei bemerkt, dass Satz 3.4.2 und Folgerung 3.4.5 bereits dann gelten,
wenn ¢ ein Quadrat ist.

Satz 3.4.6 Es sei A(q) > 1. Dann gibt es fiir alle 0 < § < 1 — A(q) !
eine Folge von Linearcodes C,, C Fy, sodass die relative Minimaldistanz
gegen eine Zahl > § und die Rate gegen eine Zahl > (1 — A(q)™') — & kon-
vergieren.

Beweis. Sei § € [0,1 — A(q) !]. Wihle eine Folge von Funktionenkérpern
F;/F, mit Geschlecht g;, sodass

gi— oo und mn;/g; — A(q), (3.22)

wobei n; := N(F;) ist. Das ist moglich, sofern n; — oo fiir i — oo strebt.
Wihle r; > 0, sodass
ri/ni — 1 —4. (323)

Sei D; die Summe aller rationalen Stellen von F;/F,, dann ist deg D; = n;.
Nach Hilfssatz 3.4.1 gibt es einen Divisor G; von F;/F, mit degG; = r;
und supp G; N supp D; = (. Betrachte die Codes C; := L(D;, G;). Diese
C; sind [n;, k;, d;]-Codes, deren Parameter k; und d; nach Folgerung 3.1.3
folgendermaflen abgeschitzt werden kénnen:

ki >degGi+1—gi=ri+1—g; und d; >n; —degG; =n; —r;.
Daher gilt

o=t mitl g g 5o T (3.24)

n; Ny 74 1 n;

Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, dass die Folgen (R;);> und (d;);>1 konver-
gieren, andernfalls betrachten wir geeigenete Teilfolgen. Gelte R; — R und
8 — 6. Aus (3.22), (3.23) und (3.24) folgt R >1—6 — A(g) ' und § > §
und damit die Behauptung. g

Als unmittelbare Folgerung erhalten wir:
Satz 3.4.7 (Tsfasman-Vlidut-Zink-Schranke) Es sei ¢ = p? mitp > 7
eine Primzahl. Dann gibt es fir alle 0 < § <1—1/(p — 1) eine Folge von
Linearcodes Cn, C Iy so, dass die relative Minimaldistanz gegen eine Zahl
> ¢ und die Rate gegen eine Zahl > (1 —1/(p — 1)) — & konvergieren.
Beweis. Folgt sofort aus Satz 3.4.5 und Satz 3.4.6. O

Falls ¢ = p? > 49 ist, dann ist die Tsfasman-V1idut-Zink-Schranke in
einem gewissen Intervall besser als die Gilbert-Varshamov-Schranke. Das
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heifit, dass geometrische Goppa-Codes die Gilbert-Varshamov-Schranke nicht
nur erreichen, sondern sie sogar noch iibertreffen.

Satz 3.4.8 Sei ¢ = p® mit p > 7 eine Primzahl. Dann ist fir § = (q —
1)/(2g—1) die Tsfasman- Viddut-Zink-Schranke besser als die Gilbert- Varsha-
mov-Schranke.

Beweis. Fiir p = 7 berechnen wir log,q(97) =~ 1.1755 > 7/6. Daher ist
1/(p—1) <log,(2g—1) — 1. Da die linke Seite dieser Ungleichung mit wach-
sendem p stirker fillt als die rechte Seite, bleibt die Ungleichung fiir gréfer
werdende p richtig. Daher gilt in diesem Fall,

(1-1/(p—1)) —=6>1—6—log,(2g — 1) + 1 =1 — Hy(d),
woraus die Behauptung folgt. O

H. Niederreiter und C. P. Xing konnten im Jahr 1998 sogar noch eine
weitere Verbesserung erzielen: Sie zeigten, dass fiir ¢ kein Quadrat und kei-
ne Primzahl die asymptotische Gilbert-Varshamov-Schranke, mit Hilfe von
geometrischen Goppa-Codes, immer noch gebrochen werden kann. Details
dazu findet man in [14].

Die Bedeutung der AG-Codes liegt also darin, dass sie hervorragende
asymptotische Eigenschaften besitzen. Um diese niitzen zu kénnen benétigt
man aber moglichst viele rationale Stellen. Wenn der Funktionenkorper
F/F, Geschlecht ¢ = 0 hat, dann gibt es nach der Hasse-Weil-Schranke
2.8.8 genau g + 1 rationale Stellen. Wir miissen also Funktionenkorper mit
Geschlecht g > 0 betrachten. Der Preis den man aber dafiir zu zahlen hat, ist
der, dass das Rechnen in einem solchen Funktionenkérper wesentlich schwie-
riger ist. Insbesondere die Berechnung des Geschlechts stellt ein grofles Pro-
blem dar. Aus diesem Grund haben wir auch keine explizite Angabe von Co-
des, welche die asymptotische Gilbert-Varshamov-Schranke erreichen, ken-
nengelernt (solche expliziten Darstellungen gibt es z.B. seit kurzem auch von
Garcia und Stichtenoth, siehe [18]).
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Kapitel 4

Verallgemeinerte AG-Codes

In diesem Kapitel wollen wir Goppas Methode, Codes mit Hilfe von alge-
braischen Funktionenkdrpern zu konstruieren, in dem Sinn verallgemeinern,
dass die Verwendung von Stellen beliebig hohen Grades zugelassen wird.
Damit ist es moglich Linearcodes zu konstruieren, die alle bisher dagewese-
nen iibertreffen. Diese Resultate stammen von Xing, Niederreiter und Lam
(siehe [15], [26] und [16]).

4.1 Konstruktion nach Xing - Niederreiter - Lam

Die Idee dieser Konstruktion besteht darin, einige ,,innere“ Codes mit einem
yauBeren“ Code - einem AG-Code - zu verkniipfen, um einen neuen Code
zZUu gewinnen.

Wir betrachten also wieder einen algebraischen Funktionenkérper F/F,
mit Geschlecht g. Gegeben seien s verschieden Stellen Pi,..., P; und ein
Divisor G von F mit supp GN{Py,...,Ps} = 0. Fiiri = 1,..., s seien lineare
[ni, ki = deg P;,d;]-Codes C; C Fyi gegeben. Weiters seien m; : Fp, — C;
fest gewéhlte IF;-lineare Isomorphismen vom Restklassenkérper Fp, auf den
Linearcode C;. Wir betrachten jetzt die Abbildung

foo— (m(f(R),. .q.’, s (F(P))), (4.1)

wobei n = Y7 | n; gilt. Klarerweise ist 7 eine Fy-lineare Abbildung. Wir
definieren:

7T:{Li(G) — 134

Definition 4.1.1 Wir nennen

C(PlaaPsaGa Cla"' 7CS) = 7T(E(C';’))
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einen verallgemeinerten AG-Code.

Offensichtlich ist C(Py,...,Ps;G;C4,...,Cs) ein Linearcode iiber F,
der Linge n. Auflerdem ist klar, dass, falls alle Stellen P; rational und
n; = ki = d; = 1 fiir 1 <4 < s gewihlt werden, C(P,...,Ps;G;Ch,...,Cy)
ein geometrischer Goppa-Code ist. Wenn man némlich 7; = idr, wihlt fiir
i=1,...,s,dann ist C(Py,...,Ps;G;C,...,C5) =Ce(P1+---+ P,,G). In
jedem anderen Fall erhilt man einen zu Cp(P; + - - + P, G) dquivalenten
Code.

Als néchstes wollen wir Abschitzungen fiir die Parameter von C(P, ...,
Ps; G;Ch,...,Cs) herleiten. Wir zeigen zuerst den folgenden Hilfssatz:

Hilfssatz 4.1.2 Mit den Notationen von oben gilt: Falls
n
deg G < Z k;,
i=1
dann ist & injektiv.
Beweis. Sei h € L(G) mit w(h) = 0. Dann ist auch
mi(h(P;)) =0 firalle 1 <i<s.

Damit ist A(P;) = 0 fir alle 1 < i < s, da die m; Isomorphismen sind. Es

folgt
S
herL (G = H) :
i=1
Wegen
S S
deg G < Zkz = deg (ZR)
i=1 i=1

folgt h = 0 und damit die Behauptung. O

Satz 4.1.3 Seien die Bezeichnungen wie oben. Auflerdem gelte wieder
S
deg G < Z k;.
i=1
Dann ist C(Py,...,Ps;G;C4,...,Cs) ein [n, k,d]-Code mit den Parametern

k > degG+1—g,

d > idi —degG—m}%X{Z(dz' —ki)},

=1 1ER
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wobei das Mazimum iber alle Teilmengen R von {1,2,...,s} gebildet, und

eine leere Summe, wie gewdhnlich, als 0 definiert wird.
Weiters gilt: k = deg G + 1 — g, falls deg G > 2g — 1.

Beweis. Es folgt sofort aus Hilfssatz 4.1.2 und dem Satz von Riemann-Roch
2.6.4, dass
k=dimL(G) =dimG > degG+1—g,

mit Gleichheit, falls deg G > 2g — 1 ist.
Wihlen wir jetzt ein Element f € L(G) so, dass das Codewort 7(f) Gewicht
d hat. Wir kénnen annehmen, dass f # 0 sei, da sonst der Code trivial ist.
Sei

S={ie{l,2,..,s}| f(P) =0}, (4.2)

Da 0 # f € L(G — Y ;cq Pi) gilt, folgt

deg G > deg (ZB) =Y k=) di— Y (di—ki).

1€S 1€S 1€S i€S
Andererseits gilt
S
d=wt(r(f)) = Y wt(m(f(P)) = Y_wi(m(f(F))) > Y di.
i=1 i¢S i¢S
Wenn wir diese beiden Ungleichungen kombinieren, erhalten wir
S
wt(n(f)) +deg G > di— Y (di — ki)
i=1 1€S

und daraus folgt die gewiinschte Schranke fiir d. O
Folgerung 4.1.4 Zusdtzlich zu den Voraussetzungen in Satz 4.1.3 gelte k; >

d; fir 1 <i <s. Dann gilt fir die Minimaldistanz d von C(P,..., Ps; G;C4,
., Cy)

d> idi—degG.

=1

Beweis. Folgt sofort aus Satz 4.1.3. O

Folgerung 4.1.5 Es gelten die Voraussetzungen von Satz 4.1.8. Fir die
Minimaldistanz d von C(Py,...,Ps;G;C4,...,Cy) folgt dann

d25::min{2di SEX},

i¢S
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wobei die Menge X folgendermafen definiert ist:

Zki SdegG}.

1€S

X = {S§{1,2,...,5}

Beweis. Sei 0 # f € L(G), sodass das Codewort m(f) Gewicht d hat. Im
Beweis des letzten Satzes haben wir folgende Ungleichungen gezeigt:

degG>> ki und d> d,
€S i¢s

wobei S durch (4.2) definiert ist. Daraus folgt die Behauptung. O

Man beachte, dass die Folgerung 3.1.3, welche die Abschétzungen fiir
die Parameter eines geometrischen Goppa-Codes C(D,G) — im Fall, dass
deg G < n ist — liefert, jetzt ein Spezialfall von Satz 4.1.3 ist. Aulerdem sei
bemerkt, dass sich jeder lineare [n, k, d]-Code iiber I, in trivialer Weise als
ein verallgemeinerter AG-Code realisieren 1a8t: Sei F' = F,(z) der rationale
Funktionenkorper, Py, der Pol von z und wéahle eine Stelle P € Prp mit Grad
deg P = k. Sei 7w : Fp — C ein [F;-linearer Isomorphismus. Dann gilt

C = C(P;(k —1)Px; 0),

da die Abbildung L((k — 1)Py) — C C Ty definiert durch f — n(f(P))
nach Hilfssatz 4.1.2 injektiv, und nach dem schwachen Approximationssatz
2.2.7 surjektiv ist.

Wir wollen noch eine spezielle Klasse von Codes untersuchen, die ei-
ne Verallgemeinerung der Konstruktion von Xing - Niederreiter - Lam und
Ozbudak - Stichtenoth ist und von Xing, Niederreiter und Lam stammt
(siehe [15]). Auch bei dieser Konstruktion werden Stellen beliebigen Grades
verwendet. Wir werden sehen, dass es sich dabei um spezielle verallgemei-
nerte AG-Codes handelt.

Wie immer sei F'/F, ein algebraischer Funktionenkorper mit Geschlecht

g. Wir wihlen einen nicht speziellen Divisor B und s verschiedene Stellen
Py,...,Ps vom Grad deg P, = k; (i =1,...,s). Weiters setzen wir

i=1

Da B nicht speziell ist und B + F; > B fiir 1 < ¢ < s folgt nach Hilfssatz
2.6.12
dim(B + P;) = dim B + k;.
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Daher konnen wir k; Elemente f;1,..., fix, € £L(B + P;) finden, die linear
unabhingig modulo £(B) sind. Es gilt dann der folgende Hilfssatz:

Hilfssatz 4.1.6 Die n Elemente f11,..., fik, f2,1,---, fsk, bilden eine Ba-
sis von L(B + Y ;_, P;) modulo L(B).

Beweis. Mit demselben Argument wie zuvor sieht man:
S
dim (B + ZP,-) — dim B + n.
i=1

Daher geniigt es zu zeigen, dass f11,..., fix> f2,1,- - -, fsk, linear unabhéngig
modulo £(B) iiber F, sind. Angenommen, dass

w+i:hi20’
=1

wobei w € L(B) und h; eine F,-Linearkombination von f;1,..., fix, fir
1 <4 < s ist. Wir kénnen h; ¢ L(B) fiir mindestens ein 1 < j < s
annehmen. Dann schreiben wir die letzte Gleichung um in

S
—hj=w+ > i
1=1,0#7

Es ist hj € L(B + P;)\L(B) und daher
vp;(—h;) = vp;(hj) < —vp(B) — 1.

Andererseits erhalten wir aus h; € L(B+ P;) fir 1 <i <s

was ein Widerspruch ist. Damit gilt die Behauptung. d

Aus Hilfssatz 4.1.6 folgt nun, dass jedes f € L(B+ Y.;_; P;) eine ein-
deutige Darstellung der Form

s ki
F=Y2 cijfij+w

i=1 j=1

mit ¢; ; € F; und w € L(B) besitzt. Wie in Abschnitt 3.2 erhalten wir eine
surjektive [F;-lineare Abbildung

a: { 7 (4.3)

—
— (61’1,. .. ;Cs,lcs)
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mit dem Kern ker(«a) = L(B).
Sei A ein weiterer Divisor, sodass
A>0 und suppAN{P...,Ps}=10
gilt. Der Grad von A sei m mit ¢ < m < n. Wir definieren:

Definition 4.1.7 Seien B, P, ..., P;, A und die Abbildung & wie oben fest-
gelegt. Dann definieren wir den Code Cy-ys(B; Py, ..., Ps; A) C Fy durch

S
Cv-ns = Cv-ns(B; Pr,..., Py A) =« (ﬁ (B-l'ZPz' —A>) .
i=1

Diese Konstruktion ist eine offensichtliche Verallgemeinerung der Kon-
struktion in Abschnitt 3.2. Wir zeigen jetzt, dass es sich beim Code Cy-yrs(B;
Py ..., P;; A) um einen verallgemeinerten AG-Code handelt.

Satz 4.1.8 Seien A, B, Pi,..., P; wie vorhin. Dann ist Cy_nxs(B; Py, ...,
Py; A) dquivalent zu C(Py,...,Ps;G;Ch,...,C5) mit
Ci = F](;Z und [n’ukladl] = [kla k’ia 1]7

wobei k; = deg P; firi=1,...,s ist und

G~B+iPi—A-

i=1

Beweis. Zunichst findet man mit dem schwachen Approximationssatz 2.2.7
ein Element z mit

vp(z) =vp(B+ PB), fur i=1,...,s.
Dann ist vp,(2f; ;) = vp,(2) + vp,(fi;) = 0 und die Restklassen

bilden eine Basis des Restklassenkorpers Fp, iiber F,. Angenommen wir
haben némlich eine nicht triviale F;-Linearkombination

ki
> a(zfij)(B) =0
j=1
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mit a; € ;. Dann gilt einerseits
k;
> aj(zfi;) € Pi.
=1

Andererseits ist aber, wegen a;(zfi;) € Op,,

ki
> _aj(zfi;) € O,

Jj=1

was nicht gleichzeitig moglich sein kann.
Wir definieren die lineare Abbildung

Fp, —  Cj =Tk,
T - :
(2fi))(B) — &

wobei egi) = (0,...,0,1,0,...,0) € F];i den j-ten Vektor der kanonischen

Basis von ]F’;" bezeichnet. Weiters sei der Divisor

G::B+zs:P,-—A—(z).

=1

Offensichtlich ist G dquivalent zu B + Y .;_, P, — A. Weiters definieren wir
die Abbildung

.{L'(BJer_lPi—A) — L(G)
L f —  zf.

Die Abbildung ¢ ist ein F;-linearer Isomorphismus (siehe Hilfssatz 2.4.9 (b)).
Wie im Beweis von Satz 3.2.3 betrachten wir das Diagramm

LB+Y P-4 — L(G)
pN e

T

wobei o : L(B + ) i, Pi — A) — Fy durch (4.3) und 7 : £(G) — F; durch
(4.1) definiert sind. Wie man leicht sieht ist dieses Diagramm kommutativ.

Sei ndmlich
n
fec(B+Za—A> .

i=1

Wir setzen

s ki
F=Y cijfij+w

i=1 j=1
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mit ¢;; € F, und w € L£(B) (das geht nach Hilfssatz 4.1.6). Dann ist
(ci,15---,Csk,) = a(f). Andererseits gilt

s ki
m(@H)R) = m | | DD cij(zfiy) +2w | ()

i=1 j=1

ky
= m Z ca,j(z2fi3)(P)

i=1

k;

_ O

= Y age; = (cias i)
j=1

fir alle 1 <1 < s, nach Wahl von z und da vp,(2f; ;) = vp(2) + vp(fij) >
vp(B)+1—vp/(B) =1>0 fiir [ # i und genauso vp,(2w) > 1 > 0 ist. Also
ist m(p(f)) = a(f). Daher gilt

Cy-nys=a (ﬁ (B-f—if’i—A)) = w(L(G))

=1
= O(P,...,P;G;Fr . Fhe).

O

Als Folgerung konnen wir jetzt die Parameter des Codes Cy_ns(B; P,
..., Ps; A) abschétzen. Man beachte auch hier wieder, die offensichtliche Ver-
allgemeinerung von Satz 3.2.4.

Satz 4.1.9 Sei B ein nicht spezieller Divisor, und Py,..., P; verschiede-
ne Stellen von F[F,. Weiters sei A ein positiver Divisor von F mit g <
deg A < n und supp AN{Py,...,Ps} = 0. Dann ist Cy_ns(B; Py,...,Ps; A)
ein linearer [n, k,d]-Code iber I, mit

S
n:Zki, k>degB—degA+n+1—g, d>§,
=1
wobei k; = deg P; fiir 1 < i < s und § die kleinste Kardinalitdt einer Teil-

menge R von {1,...,s} ist, fir welche ), p k; > deg A—deg B gilt. Weiters
folgt: k =degB —degA+n+1—g, fallsdegB—degA+n+1—g>g.

Beweis. Folgt sofort aus Satz 4.1.8, Satz 4.1.3 und Folgerung 4.1.5. O

Eine weitere untere Schranke fiir § erhilt man, indem man R C {1,..., s}
mit ), pk; > deg A — deg B und |R| = § nimmt und beachtet, dass

degA—degB <) ((ki—1)+1) < Z(k —1) +6.

1ER i=1
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Dann gilt ndmlich

S
62degA—degB—Z(ki —1).

i=1

Im nichsten Abschnitt werden wir sehen, welchen Gewinn verallgemei-
nerten AG-Codes gegeniiber Goppas Konstruktion bedeuten.

4.2 Gewinn gegeniiber Goppas Konstruktion

In diesem Abschnitt wollen wir zunichst zeigen, dass verallgemeinerte AG-
Codes besser sind als geometrische Goppa-Codes. Indem wir Stellen héheren
Grades verwenden, kénnen wir ndmlich mit der letzten Konstruktion in Ab-
schnitt 4.1, Codes gewinnen, die eine bessere Schranke fiir £ + d haben, als
geometrische Goppa-Codes.

Wir bezeichnen mit g,(N) das kleinste g, sodass ein algebraischer Funk-
tionenkorper F'/IF, mit Geschlecht g und mit mindestens N rationalen Stel-
len existiert. Der hier verwendete Wert fiir g4(/N) stammt aus einer Tabelle
von [12].

Sei F' der rationale Funktionenkorper iiber Fo. Fiir P, ..., P; wihlen
wir drei rationale Stellen von F/F,, eine Stelle vom Grad 2, und zwei
Stellen vom Grad 3. A sei eine Stelle von F/F; vom Grad 7 und B sei
ein nicht spezieller Divisor von F/F,, zum Beispiel einer dessen Existenz
nach Satz 3.3.12 gesichert ist. Dann erhalten wir einen binédren Linearcode
Cy-nys(B;Pi,...,Pg; A) der Liange 11 und nach Satz 4.1.9 gilt k +d > 8.
Goppas Konstruktion liefert uns — zum Vergleich — nur einen binéren Li-
nearcode der Linge 11 mit k +d > 11 — go(11) + 1 = 4.

Auf diese Art und Weise lassen sich leicht weiter Beispiele erzeugen, wel-
che die Schwiche Goppas Konstruktion aufzeigen.

Zum Schluf3 wollen wir noch einige Beispiele fiir verallgemeinerte AG-
Codes prisentieren, welche die derzeit besten mit diesen Parametern sind.
Dabei betrachten wir ¢-dre Linearcodes fiir ¢ = 2,3. Bekanntlich ist es
schwierig, gute g¢-dre geomtetrische Goppa-Codes fiir kleine ¢ zu bekom-
men.

Wir denken uns die Stellen von F'/IF, mit nichtabsteigendem Grad auf-
gelistet und es seien Py, Ps, ..., P; die ersten s Stellen von dieser Liste. Wir
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wéhlen stets einen Divisor G mit deg G = m und supp GN{Py,...,Ps} = 0.
Die abgeschétzten Parameter erhilt man bei allen Beispielen aus Satz 4.1.3
und Folgerung 4.1.4.

1. Beispiel: Sei F = Fy(z,y) der durch
y2 +zy = B4z

definierte Funktionenkorper. Das Geschlecht von F' ist 1 und die Zetafunk-

tion von F' lautet
2t2 4t 41

(1—1t)(1—2t)
AuBerdem gilt By = 4,By = 2,B3 = 0,B4 = 2 (B, bezeichnet die Anzahl
der Stellen von Grad r).

Z(t) =

(a) Wenn wir s = 6, [n;, ki, d;] = [1,1,1] fir 1 < i < 4, und [n;, ki, d;] =
[3,2,2] fiir i = 5,6 setzen, erhalten wir einen bindren Linearcode C(P,...,
Ps; G; C4, . .., Cg) mit Parametern

[10,m,8 —m

I,
(b) Wenn wir s = 7, [n;, ki, d;] = [1,1,1] fir 1 < i < 4, [n;, ki, d;] = [3,2,2]
fir 4+ = 5,6 und [n7,k7,d7] = [8,4,4] setzen, erhalten wir einen bindren
Linearcode C (P, ..., P7;G;Cy,. .., P;) mit Parametern

fir 1<m<7.

[18,m,12 —m], fir 1<m <1I1.

2. Beispiel: Sei F = F3(z,y) der durch
P =2c" + 2%+ 1

definierte Funktionenkorper. Das Geschlecht von F ist 1 und die Zetafunk-

tion von F' lautet
324+ 2t +1

(1—¢t)(1—3t)
Auflerdem gilt B; = 6, By = 3, B3 = 4.

Z(t) =

(a) Wenn wir s = 7, [n;, ki, d;] = [1,1,1] fur 1 < 4 < 6 und [n7,k7,d7] =
[3,2,2] wihlen, erhalten wir einen Linearcode C(Pi,...,P;G;C4,...,CY)
iiber F3 mit Parametern

[9,m,8 —m], fir 1<m<T.

(b) Wenn wir s = 9, [n;, ki, d;] = [1,1,1] fir 1 < ¢ < 6 und [n;, ki, d;] =
[3,2,2] fir 7 < ¢ <9 wihlen, erhalten wir einen Linearcode C (P, ..., Py; G;
Cy,...,Cy) iiber F3 mit den Parametern

[15,m,12 —m], fir 1<m <I1l1.
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Die folgende Tabelle gibt eine Reihe von Codes aus den letzten Beispie-
len an, die bestmoglich sind, in dem Sinne, dass die Minimaldistanz eine
bekannte obere Schranke fiir die Minimaldistanz d eines g-dren Linearcodes
von gegebener Linge n und Dimension k erreicht.

q | [n,k,d] | Beispiel
2 1110,2,6] | 1(a)
2 [110,3,5] | 1(a)
2| 10,4,4] | 1(a)
2| [18,4,8] | 1(b)
31 19,2,6] 2(a)
3| 1153,9 | 2(b)

Weitere Beispiele, welche zeigen wie gut verallgemeinerte AG-Codes sind,
findet man in [5] und [26].

Die verallgemeinerten AG-Codes sind also eine effektive und weitrei-
chende Verallgemeinerung der geometrischen Goppa-Codes. Es bleibt die
Hoffnung, dass damit in Zukunft Linearcodes mit guten Fehlerkorrektur-
eigenschaften konstruiert werden kénnen. Dabei sind natiirlich noch viele
Probleme offen:

e Fiir die Konstruktion von verallgemeinerten AG-Codes benétigt man
Funktionenkérper mit einer ausgewogenen Balance zwischen der An-
zahl der Stellen kleinen Grades. Nach einem bekannten Prinzip (siehe
[21]) besitzt ndmlich ein Funktionenkdrper mit maximal vielen rationa-
len Stellen bei gegebenen Geschlecht nur wenige Stellen anderer kleiner
Grade. Wie kann man also geeignete Funktionenkorper wihlen?

e Wie sehen Decodierungsalgorithmen fiir verallgemeinerte AG-Codes
aus? Konnen damit auch interessante Riickschliisse auf geometrische
Goppa-Codes gemacht werden?

e Gibt es eine einfachere Theorie fiir geometrische Goppa-Codes und
verallgemeinerte AG-Codes?

e Was passiert, wenn man andere bekannte Methoden der Codierungs-
theorie auf geometrische Goppa-Codes oder verallgemeinerte AG-Codes
anwendet?

Wenn diese Probleme gelost sind, kénnten Codes, die von algebraischen
Funktionenkoérpern kommen, in Zukunft vielleicht die entscheidende Rolle
in der Codierungstheorie spielen.
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